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VORREDE ZUR VIERTEN AUFLAGE. 


Der vorliegende erste Band giebt gewissermaassen einen 
ersten Cursus der Differential- und Integralrechnung d.h. un- 
gefähr soviel, als an Uuiversitäten und polytechnischen Insti- 
tuten in einem Jahre vorgetragen zu werden pflegt; sein Inhalt 
dürfte zum Studium der gangbarsten Werke über analytische 
Mechanik, Ingenieurwissenschaften etc. äusreichen. Wenn nun 
auch die Wissenschaft seit dem Erscheinen der dritten Auflage 
(1868) mancherlei Fortschritte gemacht hat, so ist doch jenes 
Pensum hiervon wenig berührt worden, und man wird es daher 
natürlich finden, dass sich die vierte Auflage nicht bedeutend 
von ihrer Vorgängerin unterscheidet. Die Darstellung ist hier 
und da präciser gefasst oder verallgemeinert worden; in $. 49 
habe ich zur Entwickelung des unendlichen Productes für den 
Sinus das von Prof. Schröter in der Zeitschrift für Mathematik 
und Physik angegebene sehr elegante Verfähren benutzt; in 
8. 57 sind die unbequemen Cauchy’schen Ausdrücke für die 
cyclometrischen Functionen complexer Variabelen durch ein- 
fachere Formeln ersetzt worden; neu hinzugekommen ist $. 116, 
die Integration der homogenen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung enthaltend. Schliesslich darf ich wohl Lehrer und 
Studirende, welche jeden der vorgetragenen Theile der Differen- 
tial- und Integralrechnung durch zahlreiche Beispiele erläutert 
zu sehen wünschen, auf mein, gegenwärtig in zweiter Auflage 
erscheinendes „Uebungsbuch zum Studium der höheren Analysis; 
Leipzig, Teubner“ aufmerksam machen. 


Dresden, im Juli 1874. 


O0. Schlömilch. 


VORREDE ZUR FÜNFTEN AUFLAGE. 


Die bereits in der Vorrede zur vierten Auflage angegebenen 
Gründe haben mich auchg'diesmal veranlasst, von grösseren 
"Aenderungen des vorliegenden Werkes abzusehen. Am wenig- 
sten mochte ich die jetzt so beliebten Untersuchungen über 
solche Functionen aufnehmen, die keinen Differentialquotienten 
besitzen, oder innerhalb eines endlichen Intervalles unendlich 
oft discontinuirlich werden u. dgl. m. So interessant und 
principiell wichtig diese feineren Speculationen sind, so bieten 
sie doch, an den Eingang zur Wissenschaft gestellt, dem 
Studirenden manche Schwierigkeiten, deren Beseitigung am 
zweckmässigsten einem späteren Studium vorbehalten bleibt. 





Dresden, im Januar 1881. 


O. Schlömilch. 
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Einleitung. 


I. Die veränderlichen Grössen und die Functionen. 


Aus der elementaren Arithmetik ist hinreichend bekannt, dass zwi- 
schen zwei gegebenen Zahlen beliebig viel neue Zahlen eingeschaltet 
und deren Differenzen beliebig klein gemacht werden können; man 
darf sich daher an jeder Stelle der Zahlenreihe eine Zahl denken 
oder, mit anderen Worten, die ganze Zahlenreihe von — » bis + 
ist als eine ununterbrochene anzusehen. Demnach kann auch der 
Uebergang von irgend einer Zahl « zu einer anderen b ohne Unter- 
brechung, d. h. so erfolgen, dass alle zwischen a und b denkbaren 
Zahlen getroffen worden sind; ein solcher Uebergang heisst ein 
stetiger (continuirlicher) und lässt sich passend mit dem Durch- 
laufen einer geraden Linie ab vergleichen, weil bei dieser Bewegung 
ebenfalls alle zwischen a und b liegenden Punkte der Geraden ge- 
troffen werden. Zufolge dieser Bemerkungen ist es möglich, sich 
eine veränderliche Zahl x vorzustellen, welche erst den Werth a be- 
sass und nachher durch stetigen Uebergang den Werth b erhielt; 
eine solche Zahl heisst eine continuirliche Variabele und wird 
gewöhnlich durch einen der letzten Buchstaben des Alphabetes be- 
zeichnet. Zahlen dagegen, denen man den Charakter stetiger Aende- 
rung nicht beilegen will und welche daher als relativ unveränderlich 
gelten sollen, nennt man Constanten und bezeichnet sie mit den 
ersten Buchstaben des Alphabetes. 

Schlömilch, Analysis. L 1 
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Sind zwei veränderliche Zahlen x und y durch eine Gleichung 
verbunden, welche auf der einen Seite y allein enthält, wie z. B. 


1). „-E®, 


so entspricht jedem willkürlich angenommenen Werthe des x ein 
aus der Gleichung selbst folgender Werth des y, welcher eben dess- 
halb nicht willkürlich ist; in diesem Falle heisst x die unabhän- 
gige, y die abhängige Varıabele, und um anzudeuten, dass es x 
ist, wovon % abhängt, nennt man y eine Function von 2. Man be- 
zeichnet diess durch eine Gleichung von der Form 
y= Fa odry=f(e),y=b(e) u. dgl, 

womit also nichts weiter gesagt sein soll, als dass jedem Werthe des 
x ein bestimmter Werth von y zugehört, gleichgültig, wo letzterer 
hergekommen ist. 

Wenn ferner drei veränderliche Zahlen x, y, z durch eine Glei- 
chung verbunden sind, die auf der.einen Seite z allein enthält, wie 
z. B. 

_ 2 y? 
2) , 2 = >y — 2b U 
so hängen die verschiedenen Werthe des z gleichzeitig von denen des 
x und-des y ab; dann heisst # eine Function der beiden unabhängi- 
gen Variabelen x und y und wird im Allgemeinen bezeichnet durch 


2 —=F(a,y) odre=f(x, y) u. s. w. 


Auf ganz analoge Weise lassen sich Functionen von drei, vier 
und überhaupt beliebig viel Variabelen bilden. 

Für alle Functionen gilt noch die Bemerkung, dass die unab- 
hängigen Variabelen immer als stetig veränderlich angesehen werden; 
ob die abhängige Variabele dieselbe Eigenschaft besitzt, entscheidet 
sich in jedem besonderen Falle durch die individuelle Natur der 
Function, und bedarf daher einer speciellen Untersuchung (s. Ab- 
schnitt III). 

Mit Hülfe der analytischen Geometrie ist es übrigens sehr leicht, 
sich ein Bild von jeder gegebenen Function zu verschaffen, voraus- 
gesetzt, dass letztere eine oder höchstens zwei unabhängige Variabele 
enthält; man braucht nur die vorkommenden Variabelen als die Coor- 
dinaten eines veränderlichen Punktes, und die zwischen den Varıa- 
belen bestehende Gleichung als Gleichung einer Curve oder Fläche 
anzusehen. - So wird z. B. durch die Gleichung 1) eine Parabel aus- 
gedrückt, und überhaupt kann y == f(x) als Gleichung irgend einer 
ebenen Curve gelten; der Gleichung 2) entspricht ferner ein hyper- 
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bolisches Paraboloid, allgemeiner ist e = F(x, y) die Gleichung 
irgend einer Fläche. Bei einer Function von drei oder mehr Varia- 
belen wie z.B. = @(z, y, 2) hört die Möglichkeit einer geome- 
trischen Darstellung auf, weil der Raum nur drei Dimensionen besitzt. 


II. Die einfachen Functionen. 


Nimmt man mit einer Variabelen x die vier arithmetischen 
Grundoperationen vor, so entstehen die vier einfachsten Functionen 


at a— x br, 2 

die \nan aber nicht besonders zu unterscheiden pflegt, weil siein der 
gemeinschaftlichen Form a + bx” begriffen sind. Ferner liefert 
die Potenz zwei verschiedene Functionen, je nachdem die Basis oder 
der Exponent als variabel angesehen wird; die erste dieser Functio- 
nen, nämlich x“, führt in der Analysıs ausschliesslich den Namen 
Potenz, während die zweite, a*, Exponentialgrösse genannt wird. 
Denkt man sich ferner die Lpgarıthmen als Functionen der Zahlen, 
so hat man noch die Function *logx, worin das oben angesetzte a 
die Basis des logarıthmischen Systemes bezeichnen soll. 

Man weiss ferner aus der Geometrie, dass sich jeder Bogen 
eines mit dem Halbmesser 1 beschriebenen Kreises ın Theilen des 
Halbmessers, d. h. durch eine absolute Zahl ausdrücken lässt; man 
kann daher auch jede Zahl als Maass eines solchen Kreisbogens an- 
sehen und die goniometrischen Linien desselben aufsuchen. In die- 
sem Sinne hat jede absolute Zahl ihren Sinus, Cosinus u. 8. w. z.B. 


sin (1,570796 . .) — sin > — sin 9 —1, 


cos (1,047197 . .) = cos = — 005 60° — 0,5, 

tan 3 —= tan 1710953’ 14"4 = = — 0,1425467, 
und es entstehen so die goniometrischen Functionen der Zahl 
u, nämlich sin u, cos“, tanu, cotu, secu, CSC U. 


Umgekehrt kann man auch eine Variabele x als Maass einer 
trigonometrischen Linie betrachten und den zugehörigen Bogen auf- 
suchen; hierdurch entstehen die sogenannten cyclometrischen 
Functionen. Sehen wir z. B. x als die Länge eines Sinus an, so 
entspricht demselben ein bestimmter, im ersten Quadranten liegen- 
der Bogen, welcher mit arcsin x bezeichnet und positiv oder negatıv 

1* 
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genommen werden möge, je nachdem x positiv oder negativ ist. 
Nach dieser an keiner Vieldeutigkeit leidenden Bezeichnung ist z. B. 
n V X 
arsin +) = +, aresin IN =-- 
6 92 3 
Ebenso bedeutet arccos = den kleinsten Bogen, welcher z zum 
Cosinus hat, z. B. 


arccos (+ ——) = + 7 arccos ( 1 ) — 3#. 
Vv2/ 74’ Vv2/ 4 
Ferner ist unter arctan x derjenige im ersten Quadranten lie- 


gende Bogen zu verstehen, welcher x zur Tangente hat, und zwar 


mit demselben Vorzeichen wie x genommen, z. B. 


ı 
arctan (V3) = = arcan (1) = — — 


X 
arclan o = 2 


Dem Vorigen analog kann man noch die Functionen arccot x, 
arcsec x ete. bilden, doch sind letztere wenig im Gebrauch. 

Da in den Lehrbüchern der Trigonometrie keine Rücksicht auf 
die cyclometrischen Functionen genommen zu werden pflegt, so 
mögen hier die betreffenden Hauptrelationen folgen. 

Ein im ersten Quadranten liegender Bogen, dessen Sinus = x 


ist, hat YV 1— x? zum Cosinus, daher gilt die Gleichung : 
1) arcsin x — arccos V 1 — x. 

Das Complement des Bogens arcsinx hat x zum Cosinus, mit- 
hin ist 











2) arcsinz + arcosze —1}m. 

Wenn & den Sinus eines Bogens darstellt, so hat derselbe Bogen 

x 
eine Tangente = ———— ; diess giebt 
8 yı nn’ g1 
© 
3) arcsinz = arcıım . 
Vi—-a 
Einer Tangente g entspricht umgekehrt ein Sinus — — 
“ er Vire 

d.h. 
4) arclan & = arcsin 





£ 1 
——— 72 AM/CC0S —— 
Vi+a Vi+e=' 


wie man auch aus Nr. 4) durch Substitution von VIE =eer- 
—ı& 
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hält. Derselbe Bogen, welcher # zur Tangente hat, besitzt eine Co- 


tangente = — mithin ist 


1. 
5) . arclan 8 —= urccot 7’ 


das Complement dieses Bogens hat z zur Cotangente, folglich 
6) arctanz + arccts = in. 
Aehnliche Formeln für arcsecx und arccsex sind leicht zu ent- 
wickeln. 
Für zwei im ersten Quadranten liegende Bögen « und v sei 
sinu =x%, mithin u = arcsinz, 
sinv —Yy, n v= arcsiny, 
man hat dann 
sin (u + v) = sinu cosv + sinv cosu 
—»Vı-—y +yVı-z, 
und auf ganz ähnliche Weise 
+) = Via yet _ 
Va- 1-9) +zy 
An dem Vorzeichen des letzten Ausdrucks erkennt man, ob die 


Bögen % und v zusammengenommen einen Bogen des ersten oder 
des zweiten Quadranten geben; im ersten Falle ist 


ut v= arcsin (zV 1—y? +y Vı— a 
oder vermöge der Werthe von u und v 
7)  arcinz 4 arcsiny = arcsın (zV1 —y’ ty Vı-— 22), 
x + y?<l1. 
Liegt dagegen u + vim zweiten Quadranten, so folgt 
vL-v=n — arcsin (.«Vı—y? +y Vı— 2) 
oder | 
8) aresinz + arsiny=nr — arcsin (zV 1 —y? + yVı— 22), 
2? + y? >21. 
Durch eine ganz ähnliche Betrachtung gelangt man zu der 
Formel 
9) arcsinz — arcsin y — arcsin (zVı —y? — yv1l—er), 
bei welcher es keiner Unterscheidung bedarf, weil die Differenz 
zweier Bögen des ersten Quadranten immer zwischen — 37x und 


+ 37 liegt. . 
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Ist ferner bei zwei im ersten Quadranten liegenden Bögen u 
und v 
tanu = x, mithin 4 = arcanz, 
tanv = y, „ vm=arlany, 
so hat man 
_ tanu +ianv _c+y 
tan (u +0) = 1—tanutmnve 1—axYy 
Im Falle xy < 1 ist, liegt « + v im ersten Quadranten, und 
dann folgt 





— :+% 
utrr= ardan Tz, 
oder vermöge der Werthe von « und v 
10) arctam & + arctan y = arctan n — ; 
xy <l1. 


Wenn dagegen 2y_>1 ist, so fällt « + v in den zweiten Qua- 
dranten, und man hat dann 


s+y 
zu — 
ut v arctan 1° 





d.i 


11) arctanz + ardany = rn — arcltan 





= +Y 

y—ı' 

sy2|. 
Durch eine ganz ähnliche Betrachtung gelangt man zu der 

Formel 

°%—Y 

l+ xy’ 
für welche keine Unterscheidung nöthig ist. 


12) arclan z — arctlany = arctan 


IH. Continuität und Discontinuität der Functionen. 


Wie bereits in Nr. I. erwähnt wurde, gelten die unabhängigen 
Variabelen jederzeit als stetig veränderlich; ob diese Eigenschaft der 
Continuität auch den abhängigen Variabelen zukommt, ist dagegen 
eine andere Frage, die wir jetzt discutiren wollen. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die Sache unter dem geometrischen Gesichts- 
punkte und denken uns die Gleichung 

y=J/(«) 


als Gleichung einer auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen ebenen 





Einleitung. | 7 


Curve; sollte letztere aus mehreren Zweigen bestehen, so fassen wir 
jeden derselben einzeln in’s Auge. 

Sind nun in Fg. 1 0A=aund OB=b>a zwei belie- 
bige Abscissen und AC=f(a), BD 
— f(b) die zugehörigen Ordinaten, so 
können bezüglich des Curvenstückes CD 
nur zwei Fälle eintreten; die Curve geht 
nämlich entweder in einem ununterbro- 
chenen Zuge von C nach D, oder sie er- 
leidet auf dieser Strecke Unterbrechungen. 
Im ersten Falle nennen wir f(x) conti- 
nuirlich, von z==a bis 2b, im zwei- 
ten Falle discontinuirlich. 

Die genannten Unterbrechungen können aus verschiedenen Ur- 
sachen eintreten. Es ist erstens möglich, dass /(a) und f(b) reell 
sind, dass aber f(x) für gewisse, zwischen a und b liegende Werthe 
von x imaginär wird. Ein Beispiel hierzu liefert die Gleichung 

y=V(e@e—1)(@—3), 
welche sowohl für x < 1 als für x > 3 reelle y, dagegen für 
1<x <3 imaginäre y liefert; von 2 = 3 bis %—= 4 verläuft 
also die Curve nicht in einem Zuge. Hierher gehören auch die Cur- 
ven mit isolirten Punkten, z. B. 


y=« —- Y)Va@—1) @—3); 


diese Curve ist gleichfalls imaginär zwischen x = 1 und z.== 3, be- 
sitzt aber in der Mitte des genannten Intervalles einen reellen Punkt 
mit den Coordinaten x = 2 und y =. 

Aber selbst in dem Falle, wo f(x) von z = a bis 2 = b reell 
bleibt, kann eine Discontinuität eintreten, sobald nämlich an einer 
Stelle OM = £ die Ordinate sprungweis von einem Werthe MP 

Fig. 2. zu einem anderen MQ übergeht 

(Fig. 2). Zu jener Abscisse gehören 
hier plötzlich zwei verschiedene Or- 
dinaten, während ausserdem jeder 
Abscisse nur eine Ordinate entspricht; 

. die erste Ordinate MP beschliesst 
die bisherige Reihe der Ordinaten, 
die zweite MQ bildet den Anfang 
0 A B X einer neuen Reihe. Berücksichtigt 

man, dass jedes # <& durch £—y, 

und jedes x — & durch & + ö dargestellt werden kann, so ist es 


Fig. 1. 
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nur consequent, die Coordinaten von P mit 
0oM=E—0 MP=f(E — 0), 
und die Coordinaten von Q mit » 
0oM=$5+0, MQ=f6 +9 
zu bezeichnen. Demnach kann man sagen, die Function f (x) bleibt 
an der Stelle x = £& continuirlich, wenn f(£ — 0) = f(£ + 0), sie 
wird dagegen für = & discontinuirlich, wenn f(& — 0) vonf(&+0) 
verschieden ist. Indem wir den Fall ausschliessen, wo f(x) zwischen 
x = a und x = b theilweis imaginär wird, haben wir nun folgen- _ 
den Satz: 
Wenn die Differenz 
Se +9) —-S@—y 
mit y und Ö gleichzeitig verschwindet, und zwar bei 
allen von 2 =a bis 2 = b gehenden Werthen des z, 
so ist die Function f(x) innerhalb jenes Intervalles 
continuirlich; giebt es dagegen zwischen a und b einen 
oder mehrere Werthe des z, bei denen jene Differenz 
sich nicht annullirt, so erleidet f(x) für jeden derar- 
tigen Werth eine Unterbrechung der Continuität. 





So ändert sich z. B. die Function f(x) = 21 discontinuir- 
lich beim Ueberschreiten der Stelle x = 1, denn es ist 
1 
fu-n=-5. fü-09=-», 


fa+9=45, fütV=to 


demnach findet hier ein Sprung von — o nach + « statt. 
Ein zweites Beispiel liefert die Function 





Sa) =2+ arctan —— » 


wobei der auf S. 4 angegebene Sinn des Zeichens arctan streng 
festzuhalten ist. Man erhält 


JSA—Y)=2+ arcan (- 2) =2 — orclan 7 


JA —-))=2 —areano =2—}m; 

Jı HF9)=2 + arctan 2 
/1ı+)=2+acdneo=2 + !z; 

an der Stelle x — 1 geht also die Curve sprungweis von 2 — Hi 

nach 2 + 1x. Ganz ähnlicher Art ist die allgemeinere Function 
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(a='4 + 2? arctan — z’ 
bei welcher an der Stelle z — a eine discontinuirliche Aenderung 
von f(a — 0) = bnach f(a + 0) = c eintritt. | 

Dass eine Function auch mehrmalige Unterbrechungen der Con- 
tinuität erleiden kann, zeigt das Beispiel f(x) = tanz; an den Stel- 
len —Ht! 3, + 3m, +37 etc. geht nämlich tan x von + © nach 
+ © über, wie aus den Elementen der Trigonometrie bekannt ist. 

Diese Erörterungen lassen sich ohne Mühe auf Functionen meh- 
rer Variabelen übertragen. Insbesondere bei Functionen zweier Va- 
riabelen ist die geometrische Bemerkung von Nutzen, dass eine stetig 
gekrümmte Fläche mit jeder Verticalebene eine continuirlich verlau- 
fende Durchschnittslinie bilden muss. 


IV. Die Grenzwerthe der Functionen. 


Wenn in der Function — die Varıabele & in’s Unendliche wächst, 


so nimmt der Functionswerth beständig ab, und zwar in der Weise, 
dass er kleiner als jeder noch so kleine willkührlich gewählte Bruch 
werden kann, wofern nur & gross genug genommen wird. Kürzer 
drückt man diess durch die Worte aus: „Bei unendlich wachsenden 


x convergirt — gegen die Null“ oder „für z = » ist der Grenz- 


werth von — gleich Null“; die letztere Form lässt sich in einer 


Gleichung darstellen, wenn man die Worte „Grenzwerth von“ irgend- 
wie abkürzt, entweder deutsch durch Gr. oder lateinisch durch Lim. 
(von limes), und man schreibt daher 


Lim — = (0 y für ri =». 
In gleicher Weise convergirt der etwas zusammengesetztere Aus- 
druck — + b gegen die Grenze b, d.h. 
Lm(® +2)=b, frrc=o. 
Dem entsprechend bedeutet die Gleichung 


Lim f («) = h, (x = ©), 
dass der Unterschied zwischen der COonstanten A und der Function 
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f(x) kleiner als jede angebbare Zahl gemacht werden kann, wenn 2 
in’s Unendliche wächst: Geometrisch heisst dies, die Curve, deren 
Gleichung y = f(x) ist, hat eine in der Entfernung A parallel zur 
&-Achse liegende Asymptote. 


Der Kürze wegen bezeichnen wir im Folgenden eine unendlich 
wachsende Zahl mit ®, eine gegen die Null convergirende Zahl da- 
gegen mit Ö oder $. Wir wollen nun einige Grenzwerthe unter- 
suchen, die später sich als wichtig zeigen werden. . 


A. In der identischen Gleichung 
ar +1__ dm +1 


a—b . 
=a” > ar-!b + a??? + ...abr-1  p" 

möge a > b sein; die rechte Seite erhält dann einen zu grossen 
Werth, wenn man überall @ statt 5 setzt, mithin ist 

am +1 _ pn +1 

7. <serde 
oder durch Wegschaffung des Bruches und Vereinigung aller der 
Grössen, welche 0” enthalten, 


) ° BR m+V)l@— dar <imrti 
a 1, 1 | 
Die Substitutionen a =1 + „b= 1-+ mrı erfüllen 
die Bedingung a — b und geben 
u Er Er nn 
) +.) str m+1 
folglich, wenn der Reihe nach m = 1, 2, 3 etc. gesetzt wird, 
ı \ 1\2 1 \3 
G+n)<arz)<tHz)<- 
1 1] 
Man ersieht hieraus, dass der Ausdruck ( 1 + 2) fortwäh- 
rend wächst, wenn ® das Gebiet der natürlichen Zahlen durchläuft. 
Die Formel 1) giebt ferner fra =1 + 3a b=1l,m=n 
1 (1 =) < 1 oder (1 + ) 2 
2 + 2n 2n < 
und durch Erhebung auf’s Quadrat 
1 \?» 
(1 + =) < 4. 
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Nach Nr. 2) ist nun um so mehr 


1 ) n—1 ( 1 )" 4 
ı\m 
es mag also m gerade oder ungerade sein, jedenfalls beträgt (1 + 2) 





[2] 
weniger als 4. Der Ausdruck (1 + 2) wird demnach, trotz sei- 


nes fortwährenden Wachsthums, nicht unendlich gross, und muss 
desshalb gegen eine bestimmte endliche Grenze convergiren, die > 2 
aber < 4 ist. Bezeichnen wir dieselbe mit e, wo nun e eine zwar 
nicht genau bekannte, aber sicher existirende absolute Zahl ist, so 
haben wir für unendlich wachsende ganze positive @ die Gleichung 


0 ml+d)/]- 


Ist & keine ganze, aber wenigstens eine positive Zahl, so giebt 
es immer zwei auf einander folgende ganze positive Zahlen 6 und 7 
= d + 1, zwischen denen ® liegt; man hat dann 


1 1 1 
1+->1+,>1r7 


mithin auch 


er 


Zugleich lässt sich & unter der doppelten Form @ =6-+ « 
und @ = r — ß darstellen, wo & und ß ächte Brüche bezeichnen, 
die sich zur Einheit ergänzen; die vorige Ungleichung wird dann 
zur folgenden 


> or 


wofür man schreiben kann 


.@ ß. 
ı \ 1+- ( .)" [( 1° 
G+J] ">G+2) >[C+% 
Bei unendlich wachsenden ® nehmen auch die ganzen Zahlen 6 
6 T 
und r in’s Unendliche zu; die Ausdrücke (1 + 2) und (1 + 2) 


convergiren nach Nr. 3) gegen die gemeinschaftliche Grenze e, und 


— sowie £ haben die Null zur gemeinschaftlichen Grenze. Hieraus 


zusammen folgt die Gleichung 
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1\® 
u Zum |(1+ 2) ]=» 
welche nunmehr auch für nicht ganze positive unendlich wachsende 
@ besteht. 
Ist & eine negative unendlich werdende Zahl, so kann man 
©@ = — (@ + 1) setzen, wo E eine positive unendlich wachsende 
(ganze oder nicht ganze) Zahl bedeutet; man hat dann 


a rer) 


Der Grenzwerth des ersten Factors rechter Hand ist e, der des 
zweiten die Einheit, mithin ergiebt sich wieder 


9» mmll+ 1 ]a 


und damit ist bewiesen, dass die vorstehende Gleichung für jedes 
. irgendwie unendlich werdende o@ gilt. 

Der numerische Betrag von e kann nach Nr. 5) näherungsweis 
berechnet werden, wenn man für @ eine grosse Zahl setzt und die 
angedeutete Potenzirung ausführt; doch erreicht man damit keine 
bedeutende Genauigkeit. Nach einem anderen Verfahren, welches in 
8. 7 zur Sprache kommen wird, findet man sehr leicht 

e — 2,718281828459. . 


Nicht selten stellt man die Gleichung 5) in einer anderen Form 
dar, welche dadurch entsteht, dass man ——8 setzt, wo nun ö eine 
gegen die Null convergirende zahl bezeichnet; es ist dann 


6) Lim [(1 + ©) F ]=e 
B. Indem man die identische Gleichung 
log (1 + 8 1 
wcr9 — log {(1 + 9)8] 
beachtet, gelangt man mit Hülfe von Nr. 6) zu folgender Formel 


Lim 9 e+ ö) 


7) = log e. 


C. Wenn ® irgend eine gegen die Null convergirende Zahl 


bedeutet, so hat a° die Einheit und a®— 1 die Null zur Grenze; man 
kann daher 


e— 1=8, mithin $ = log (1 + I 
setzen. Hiereus folgt 
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a— 1 ö 1: 


und durch Uebergang zur Grenze für gleichzeitig unendlich abneh- 
mende ® und Ö 
+ 
. a—1 1 
8) Zim —.— = eloge 
D. Die Formeln 7) und 8) können noch zur Bestimmung des 





H__ 
Grenzwerthes von arg benutzt werden, worin Ö eine irgend- 


wie gegen die Null convergirende Zahl bedeutet. Es ist nämlich 
identisch 
A+HR—ı _ „ara tN_ı Tglı+ 8) 
Kur Bu 77 1777 Teer Buua 
wobei zur Abkürzung log. statt “log. geschrieben wurde; setzt man 
weiter a log(1 -+ 6) = #, so hat man auch 
Aa+sHF—1ı _  a’—ı Y(l+d) 
Er en =u Zr . I 
und hierin bedeutet ® eine Grösse, welche gleichzeitig mit Ö ver- 
schwindet. Durch Uebergang zur Grenze erhält man unter Anwen- 
dung der Formeln 7) und 8) 


E. Wir wollen endlich noch die Grenze aufsuchen, welcher 


sich das Verhältniss = 
eonvergirt. Denken wir uns unter ® vorläufig einen beliebigen Bo- 
gen des ersten Quadranten, so haben wir die Ungleichung 


sind <P < tan 





ın dem Falle nähert, wo ® gegen die Null 





und umgekehrt | 
1 1 _ co# 
sin®“ 8 > sind’ 
mithin ‘durch Multiplication mit sin ® 


1 > „2 > 0089. 
Da bei verschwindenden 9 die einschliessenden Grössen 1 und 
cos® den gemeinschaftlichen Werth 1 haben, so folgt 
sin® 
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Die Formeln 7), 8), 9) und 10) genügen für die späteren Un- 
tersuchungen. 


V. Die Aenderungsgeschwindigkeit einer Function. 


Schon die oberflächliche Ansicht verschiedener Curven zeigt 
mannichfaltige Arten der Ordinatenveränderung; während z. B. die 
Ordinaten der Parabel fortwährend zunehmen, die Curve also steigt, 
hat die Sinuslinie (y = sinx) unendlich viel Punkte, in denen ein 
Uebergang von Wachsthum zu Abnahme der Ordinaten stattfindet. 
Ja selbst bei Curven von gleicher Gattung können die Ordinaten- 
änderungen auf sehr verschiedene Weise vor sich gehen. So z B. 
steigen die Parabeln y — Vr und y —= x? gleichzeitig, man wird 
aber von der zweiten sagen, dass sie rascher als die erste steigt, 
auch findet noch insofern ein wesentlicher Unterschied statt, als 
die erste Parabel ihre hohle Seite, die zweite dagegen ihre erhabene 
Seite gegen die Abscissenachse kehrt. Um nun jenen noch unbe- 
stimmten Begriff der Geschwindigkeit des Wachsthums festzustellen, 
betrachten wir vorerst die Gerade, deren Gleichung y = ar + b 
sein möge. Hier ist unmittelbar einleuchtend, dass die Steigung 
ımmer dieselbe bleibt; ıhr Maass kann man einfach dadurch aus- 
drücken, dass man angiebt, um wieviel die Ordinate wächst, wenn 
die Abscisse um die Einheit zunimmt, (Steigungen von Strassen 
werden bekanntlich auf dieselbe Art ausgedrückt.) Nehmen wir in 
Fg..30M=2,MP=yMN=PR=1, so ist OR die ant- 

Fig. 8. sprechende Ordinatenzunahme, also die 
Steigung, und zwar findet man leicht 
OR=tan QPR=a; 
in der That hängt dieser Ausdruck nicht 
von & ab und bleibt daher constant für 
alle Punkte der Geraden. 

Denken wir uns ferner eine Curve 
durch stetige Fortbewegung eines Punktes 
entstanden, während gleichzeitig die Rich- 
tung der Bewegung sich continuirlich 
ändert, so wird die momentane Bewegungs- 
richtung jederzeit durch die zugehörige Tangente an der Curve dar- 
gestellt. Es sei nun P 7 (Fıg.4) die Tangente der Curve im Punkte 
P und die vorige Construction auf diese Tangente angewandt, so ist 
OR diejenige Zunahme der Ordinate MP, welche der Abscissenzu- 
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nahme MN —=1 entsprechen würde, wenn die Curve von P aus 
in ihre Tangente verliefe, also in die gleichmässig steigende Gerade 
Fig. 4. Ä PT überginge. Nennen wir 
wiederum Q.R die Steigung 
„ der Curve im Punkte P, so 
kommt es darauf an, den 
Winkel zu finden, welchen 
die Tangente PT mit der 
Abscissenachse einschliesst; 
die trigonometrische Tan- 
gente dieses Winkels, mul- 
tiplicirt mit der Längenein- 
heit, wäre dann das gesuchte Maass für die Geschwindigkeit der 
Steigung oder überhaupt der Aenderung. 

Zur Kenntniss des genannten Winkels führt die Bemerkung, 
dass eine Gerade, die zwei Punkte einer Curve verbindet, also eine 
Secante, zur Tangente wird, sobald die Endpunkte der abgeschnitte- 
nen Sehne zusammenfallen. Demgemäss verbinden wir den gegebe- 
nen Curvenpunkt P mit einem zweiten, willkührlich auf der Curve 
gewählten Punkte P, und bestimmen zunächst den Winkel PR, PU=6, 
welchen die Secante PP, mit der Abscissenachse bildet; unter Ein- 
führung der Bezeichnungen OM=x,MP=y=f(s) und MM, 
—6 erhalten wir 





1) tan - AU  MAZUR_ SerN ie, 


Lassen wir jetzt ö in Null übergehen, so dreht sich die Secante 
um den festbleibenden Punkt P und wird für d —= 0 zur Tangente; 
gleichzeitig verwandelt sich 6 in den Winkel zwischen Tangente und 
Abscissenachse, welcher 7 heissen möge. Wollte man in Nr. I) ge- 
radezu öÖ — 0 setzen, so würde man rechter Hand das unbestimmte 
und nichtssagende Resultat m. erhalten; man thut daher besser nur 
anzudeuten, dass schliesslich öÖ — 0 werden soll, also zu schreiben 
Pe RR ELCESOE-FICH 
. d= Yu 

In jedem 'speciellen Falle bedarf es der wirklichen Ausführung 
der angedeuteten Operationen, wie die folgenden Beispiele zeigen 
werden. Für f(x) = x? hat man zunächst 


2 — 
un - EV IE; 


2 +6, 
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mithn für d = 0 
tlanr = 22. , 
Ferner ist, wenn f(x) = V a? — z? genommen wird, 
tan Va—(c+5%?—V a — 22 227 +6 
Ve—(s+ö) + Ve—a® 
mithin für 6 = 0 
x 
lan = — Vans 
Die Formel 2) setzt stillschweigend voraus, dass ö den Werth 
Null erreichen könne; diess ist zwar bei einer ganz willkürlichen 
Grösse möglich, würde jedoch ın dem Falle unthunlich werden, wo 
Ö abhängig ist, wie z. B. wenn es einen aliquoten Theil einer ande- 
ren Grösse ausmacht. Dann bildet aber dıe Null wenigstens die 
Grenze, welcher ö beliebig nahe gebracht werden kann, und in dem- 
selben Sinne ist r die Grenze von 9, mithin wird man statt der Glei- 
chung 2) schreiben 


De "PR PREICHRE-E1C 


Hierunter ist auch die Gleichung 2) mitbegriffen, wenn man 
sich in den Fällen, wo ö = 0 werden kann, vorstellt, dass Ö seinen 
Grenzwerth wirklich erreicht habe. 





DIFFERENTIALRECHNUNG. 


Schlömilch, Analysis. I. y) 


Cap. L 


Einfache Differentiation. 


&.1. 


Differenzen und Differentiale, 


Zufolge unserer einleitenden Betrachtungen ist es der Quotient 


S@H+ 2) — /@) , 


dessen Grenzwerth eine wichtige Rolle bei den Fragen nach den 
Aenderungen einer Function spielt, und der zugleich eine geome- 
trische Bedeutung gewinnt, wenn die Gleichung y = f(x) als Glei- - 
chung einer ebenen Curve betrachtet wird. Das häufige Vorkom- 
men jenes Grenzwerthes macht nun zunächst eine kurze Bezeichnung 
desselben nöthig, und man ist daher übereingekommen, ihn mit f(x) 
zu bezeichnen, so dass also die Gleichung 


1) f = Lim [EI ZI —/@) 


die Definition von f’(x) enthält. So ist z. B. nach Abschn. V dor 
Einleitung 


wenn f(x) = ax + b, I (&) = a, 
: S[)=®, f@) = 2m, 
» S=Vea-—a, = - Zu 


überhaupt nennt man f’(x) die abgeleitete oder derivirte Func- 
tion im Gegensatze zu der ursprünglichen Function f(x) *). 

Eine andere Symbolik ist aus der Bemerkung entsprungen, dass 
die Grösse 6, welche einen Zuwachs des x bedeutet, auch als Unter- 


*) In dem Obigen liegt nur die Definition von f’(x), nicht aber ein 
Beweis, dass jedem f(x) eine derivirte Function f’(x) entsprechen 
müsse. Unter den am Ende von S. 14 gemachten Voraussetzungen ist 
allerdings die Existenz von f’(x) sicher, dagegen kann es auch Fälle 
geben, in denen f’(x) keinen bestimmten Werth hat. 

2* 
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schied zweier verschiedenen Werthe des x betrachtet werden kann, 
nämlich als die Differenz zwischen dem neuen Werthe x + 6 und 
dem früheren Werthe «. Bezeichnet man überhaupt die Differenz 
zweier gleichartigen. Grössen durch 1, so ist die Differenz zweier 
verschiedenen Werthe des x mit I, zu bezeichnen, wobei /f den 
numerischen Betrag der Differenz darstellt und die angehangene 
Marke x anzeigt, dass es verschiedene x sind, welche um 1 differi- 
ren. Consequenter Weise bezeichnet hiernach 4, die Differenz zweier 
verschiedenen %, von denen das eine dem z, das andere dem x + J, 
entspricht; vermöge der Gleichung y==f (x) ist dieses I, —f(x + 1.) 
— f(x) mithin 

4, _SCctHM)-I@, 

I; I, 

Der grösseren Bequemlichkeit wegen pflegt man Ix und Iy 
statt 7, und /, zu schreiben, wobei man sich nur zu hüten hat, 
JIxund Jy für Producte anzusehen. Die Grössen Jx und JSy 
heissen die Differenzen von x und y; der auf der linken Seite der 
Gleichung 

dy _S/Sea+ ID -/@ 

Az Is 
vorkommende Quotient wird folglich der Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn nun 6 —= fx gegen die Null convergirt, so nähert sich 
such /Yy der Grenze Null, und daher wird 


. 4 , 
| Lim Gr —=f(e); 
um jedoch die beständige Wiederholung der Sylbe Lim. zu ersparen, 


41 
schreibt man 49 statt Lim I also 
dz 1x 
dy _p 
2) dx = (@). 


Hier bedeuten dx und dy Differenzen, an welchen die Bedingung 
unendlicher Abnahme haftet; derartige Differenzen heissen Diffe- 
rentiale. Jedes Differential ist demnach nichts weiter, als eine 
‘gegen die Null convergirende Differenz. 

Die Gleichung 2) sagt, dass der Differentialquotient und 
die derivirte Function einander gleich sind, dass also die Verschie- 
denheit allein in der Schreibweise liegt. Durch die Benutzung des 


. d . . 
Zeichens = werden die auszuführenden Rechnungsoperationen nur 
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angedeutet, während /’(r) das fertige Resultat angiebt, z. B. 


d(x?) 
de 


der Sirin der Gleichung 2) ist demnach ein ganz ähnlicher, wie z.E. 
bei 3? — 9, V25 —= 5 und dergl. 

Dem Vorigen zufolge sind der Differenzenquotient und sein 
Grenzwerth, der Differentialquotient, so lange von einander verschie- 
den als x und Iy endliche Werthe haben, jedoch beträgt dieser 
Unterschied um so weniger, je kleiner /x und /Yy genommen wer- 
den. Setzt man daher 


= 2x; 


Ay __dy 
3) " Az —— dx =®, 
80 ist Q eine Grösse, deren Grenze die Null wird, sobald Sxund Iy 
gegen die Null convergiren. Aus Nr. 3) folgt weiter 


oder wegen Nr. 2) 

Ay=f (a) Az + 948; 
lassen wir /x und fy wieder gegen die Null convergiren, d. h. zu 
Differentialen werden, so verschwindet @ und es bleibt 
4) dy=f'(e) ds 
d. h. je kleiner die Aenderung dx ist, um so genauer wird 
die Aenderung dy gleich dem Producte f’(x) dx. Die geo- 
metrische Interpretation dieses Satzes lautet (Fig. 4): Je näher der 
Punkt P, dem Punkte P liegt, um so eher darf man ihn als einen 
Punkt der Tangente PT ansehen. Aus der Differentialgleichung 4), 
verglichen mit Nr. 2), geht noch hervor, dass man mit den verän- 
derlichen, gegen die Null convergirenden Grössen dx und dy ebenso 
multiplicirt und dividirt, als wären sie bestimmte Zahlen; hierin be- 
steht ein nicht geringer Vortheil der obigen Bezeichnung. 

Nach diesen Erörterungen kommt es nun darauf an, die ver- 
schiedenen einfachen und zusammengesetzteren Functionen wirklich 
zu differenziren, d. h. ihre Differentialquotienten aufzusuchen. Bevor 
wir dazu schreiten, wollen wir noch einen Blick auf die geometri- 
sche Bedeutung der derivirten Function werfen; namentlich mögen 
die Fälle untersucht werden, wo die ursprüngliche Function eine 
ebene Fläche oder ein Volumen bedeutet. 

In Fig.5 (» f.S) sı OM =» MP = f(x), ‘und die über 
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der Abscisse stehende Fläche BOMP — F (x); ändert sich die Ab- 
scise um MM, —= Az, so ist 
E(z + Ax) — F(x) = Fläche MM, Pı P. 
Diese Fläche kommt einem Rechtecke gleich, welches /x zur 
Fig. 5. Grundlinie und eine zwischen M_ P und 
M, P, liegende, wenn auch sonst nicht 
näher bekannte Ordinate NQ zur Höhe 
hat; demnach ist MM, PR, P=NQ.JIx 
und 
F(x-+4x — F(x) 
Az 
Bei verschwindenden fx fallen die 
drei Ordinaten Mı Pı, NQ und MP 
in die einzige MP = f(x) zusam- 





men und es bleibt 
F(«) =f(e). 

Die derivirte Function bedeutet also im vorliegenden Falle die 
zur Abscisse x gehörende Ordinate. 

Fig. 6. ' In Fig. 6 sei wieder 

Q, OM = x, die Quer- 

2: schnittsfläche M PQ 

— 9(x) und das Vo- 

lumen, welches zwi- 

schen den Querschnit- 

ten OBCund MPQ 

enthalten ist, = y (x); 

der Aenderung MM, 

—J xentspricht dann 

Y. B die Volumenzunahme 
Yle + Ir) — ve) = Vol. MPQQ, PM. 

Das letztere Volumen lässt sich einem Cylinder vergleichen, 
welcher x zur Höhe (oder Dicke) und einen zwischen MPQ und 
Mı P, Qı eingeschalteten Querschnitt zur Basis hat; nennen wir $ die 
Fläche dieses mittleren Querschnittes, so ist das Volumen MPQQ,P,Mı 
— 8.27x, mithin, . 

1% u 

Bei verschwindenden 1x fallen die Querschnitte M,PıQ, 

= op(z + Az), Sund MPQ = p(x) zusammen, mithin bleibt 


Y'() = Pe). 
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Betrachtet man die unabhängige Variabele x immer als Ab- 
Bcisse, 80 hat man jetzt folgende Sätze: 

Der Differentialquotient eines Volumens ist des- 
sen Normalquerschnitt am Ende des 2%; der Diffe- 
rentialquotient einer ebenen Öurvenfläche ist die zur 
Abscisse © gehörende Ordinate; der Differential- 
quotient eine? Curvenordinate ist die trigonome- 
trische Tangente des dem Punkte xy entsprechenden 
Berührungswinkels. 


8.2. 


Differentiation der einfachen algebraischen Funotionen. 


I. Differentiation einer Constanten. .Wenn f(x) für 
jedes x denselben Werth @ behält, also constant bleibt, so ist auch 
S@+ JIx) = a, mithin f(e + 1x2) — f(x) = 0. Hier findet 
bei abnehmenden 4x weiter keine Aenderung statt, mithin ist 
1) da _ Oo undda— 0. 

dz 

II. Differentiation der Potenz. Als Differenzenquotien- 

ten von z“ erhält man augenblicklich 


| —mn Ci nun — SER 


oder, wenn zur Abkürzung = — Ö gesetzt wird, 
IE) _ AI u— 
I« 0) 


Wenn nun fx gegen die Null convergirt, so hat auch Ö die 
Null zur Grenze, und der rechter Hand stehende Bruch nähert sich 
der Grenze u (s. Einl. IV, Nr. 9); daher ist 


Er = 


— uaz#—1 und d(e#) = ux# Ida. 


IH. Differentiation der Exponentialgrösse Als Diffe- 
renzenquotienten von @* erhält man 
A (a*) ar t4e_ ge ai®_ 1 


— = 0a? — —— 
Az Az IAx ’ 
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und daraus folgt nach Formel 8) in Abschn. IV der Einleitung 
d(a*) 1 
3 -— m 0? . 
) dx a slog e 
Gewöhnlich stellt man diese Gleichung unter etwas anderer Ge- 
stalt dar. Man denkt sich nämlich die Zahl e als Basis eines Systems 
von Logarithmen und bezeichnet letztere mit einem blossen !, so 
dass immer e!? — g ist; man hat dann auch 
ea —=a 
und wenn man beiderseits die Logarithmen der Basis « nimmt 
la. *®loge = *loga =], 





woraus folgt 
a 4 L 
4) loge = ig’ —= la. 
Hiernach lautet die Gleichung 3) 
65) Freu — a”la und d (a?) = arladı. 


Für @ —= e wird diese Formel am einfachsten, nämlich 





d(e?) _ x ZI — 98 y . 
6) Fr und d(e?)=e*di; 


man nennt desswegen e* die natürliche Exponentialgrösse. 
IV. Differentiation des Logarıthmus. Der Differenzen- 
quotient von log x ist 


Alog x ge + Aw) —logn _ log (1 +) ı 


ee a nn Genen U GEBR 


"As Ix Ax Er 


Ilogz __ log(1 +0) 1 
"Is 7 ö Erz 
Wenn nun 4x gegen die Null convergirt, so ist diess auch mit 

ö der Fall, und zufolge dessen hat der erste Bruch rechter Hand 
zur Grenze den Werth loge (Einl. IV, Formel 7); diess giebt 

dlogxz __loge 
N de a. 
Bezeichnen wir mit a die Basis des hier vorkommenden loga- 
rithmischen Systems, so können wir nach Nr. 4) ge durch 

1 


8) a” — M, 
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ersetzen! die Grösse M, heisst dann der Modulus des logarithmi- 
schen Systems der Basis a; statt Nr. 7) haben wir jetzt 


[+ 
9) en _ Ma na d (log) = = an 
Am einfachsten werden diese Formeln für @ = e nämlich 
dis 1 


10) = — und die — I ds; 
x % 


dx 
die Logarithmen, deren Basis e ist, nennt man desswegen natür- 
liche Logarithnen.. 


8. 3. 


Differentiation der goniometrischen Functionen. 


Unter Anwendung der bekannten goniometrischen' Formel 
sina — sinß — 2cosi(a + P) sini(a — P) 
erhält man für den Differenzenquotienten von sin u folgenden Aus- 
druck 


Asinu . sin(w+ Au— sinu _ 2cos(u + 4Au)sinz Iu 








Au Au u . Iu 
oder, wenn 3.Ju kurz mit 9 bezeichnet wird, 
Isinu sin d 
Tu — cos (u + 9) 5 


Die Grössen fu und ® convergiren gleichzeitig gegen die Null, 








ud hat die Einheit zur Grenze (Einl. IV, Nr. 10), mithin ist 
1) — = cosw und dsinu = cosu du. 


Eine ganz gleiche Behandlung gestattet der Cosinus. Unter. 
Benutzung der Formel 


co8& — cooß = — 2sinl(a + ß) sin!(« — P) 
erhält man nämlich für Ju = 9% 
Icosu _ cos(u-- Au)—cou _ _2sin(u+z3 Ju) sin; du 





Au JIu JIu 
- - nur 
d % 
und durch Uebergang zur Grenze 
dcosu . . 
= — sinu oder dcosu = — sinu du. 





2) du 
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Für die Secante hat man zunächst 
Asecu sec + fu) — secu cos u — cos(u + fu) 


——— ee — 


_ 2sin(w +3Au)sindu_ sin(w+®9) sind 


V————— 


cos(u + Au)cosu.Au cos(u+29)cou © 


dsecu sin u 


3) — —— oder dsecu —= sec?u sinu du. 
au cos? u 








Als Differenzenquotient der Cosecante ergiebt sich 








Icscn _cescu + fu)— cscu sin u — sin (u + Ju) 
Ju Au — sin(u+ Su)sinu. Ju 
__ 2cos(u +3 Au)sinz du co(u+®) sind 
sin(u + Au)sinu. fu °  sin(w+2P)sinu #9 
und daraus folgt . 
4) gesehn __ RW oder desceu = — cscluwcosu du. 
au sin? u 


Um den Differenzenquotienten von fan 4 in eine passende Form 
zu bringen, machen wir Gebrauch von der Relation 
tan — tan ß — sin (e— P) 
cos & cos B 


und erhalten 
Itanu _tan(u + fu) — tanu 1 _ sin Ju 


OU u ———— (0 — 


Iu Iu —T eos + Au)cosu Ju 


ind 
Wenn Au gegen die Null convergirt, wird Lim —, '_ı 





folglich 
dtanu 1 
5) du  co?u 


_ 


Mit Hülfe der bekannten Formel 


oder dtanu = sec?u dw. 





sin (« — ß) 
cot& — cot B — sina sınß 
erhält man auf ähnliche Weise 
AI cotu ct + Su)—cotu__ 1 sin Ju 
In Au Ten mt Au)sinu Ju 


und durch Uebergang zur Grenze 


dcotu 


1 
=— =—— 2 
6) Tu = mu oder d.cot u csctu du. 
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8.4, 


Differentiation der cyclometrischen Functionen. 


Zufolge der Definition von arcsin x zieht die Gleichung 
u arcsinz 
die umgekehrte Gleichung nach sich: 
sinu =%; 
aus der geänderten Gleichung 
u+r Ju= arcsin (ct + 1x) 
erhält man analog 
sinu + JW=x + Is; 
und nach diesen Bemerkungen kann man den Differenzenquotienten 
von arcsinx ın folgender Form darstellen 


N arcsinxz __ arcsin (@ + Ar) — arcsinz 


I Az 
Iu — 1 
uu7, (v+ Iu) — sinu sin(w + Su) — sinu 


Iu 
Der Nenner des letzten Bruches ist der Differenzenquotient von 
sinu und geht in den Differentialquotienten cosw über, wenn Ix 
und fu gegen die Null convergiren; man hat daher 


darcsinx% 1 _ 1 
de . cosu Viı—smu 
oder, weil sinu —= & ist, 





1) daresinm _ __1 darcesinz —= —ı_ = dx 
de — Via’ Yıza='® 
Da unter arcsinx ein Bogen zwischen — 3x und + x ver- 
standen wird und jeder Bogen dieser Art einen positiven Cosinus 
hat, so ist das vorkommende Wurzelzeichen immer positiv zu nehmen. 
Ein ähnliches Verfahren wäre zur Differentiation von arccos x 
anwendbar, man gelangt aber kürzer zum Ziele, wenn man von der 
Relation 
ATCCO8% — EN — arcsin x 
Gebrauch macht; es ergiebt sich 
4A arccos ©_ arccos (+ 1x) — arccosz 
I:z 1% 
arcsin (C + Ix) — arcsin x A arcsin x 


—— —— 
A  ——— 0 
— 


Az Bu 7 
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mithin auch beim Uebergange zur Grenze 











darccos x darcsin & 
di dz 
d.ı 
darccos x 1 1 
2 _— em — ————,  darcost = — ——dı. 
dı 121 — a? Vı— x 


Um ferner die Function # —= arctanx zu differenziren, gehen 
wir von folgenden vier Gleichungen aus 
u = arclanz , tanu =% 
ur Ju = artan (r +42), tnw+ duı=xr + LSz, 
und stellen mit Hülfe derselben den Differenzenquotienten von arctanz 
in nachstehende Form 
A arctanz _ gretan («+ Az) — arctan x 


Az I 
_ Iu 1 
ian (u+ Ju) — tanu tan (w+ fu) — tanu 


Iu 


Der letzte Nenner ist der Differenzenquotient von fan und 
geht in den Differentialquotienten sec?% über, wenn Jr und Ju 
gegen die Null convergiren; diess giebt 


d arctan x _ 1 —_ 1 
dx sec?u 1 + tan?u 
oder, weil tanu = x ist, 
darctan x 1 1 
3) u 0 1 L% Irz’ darcanz = irn" 


Die Differentiation von arccot x lässt sich mittelst der Formel 
arcctz —=4rt — arctan x 
auf die Differentiation von arctan x zurückführen; man findet 


4 arcook = arccot % =—— Ai darcotz = — It dz 
| dx 1-+22' 1+ 2? 
Setzt man w==arcsecxz mithin secew= x, so gelangt man leicht 
zu der Gleichung 


Jarcsecx _ aresec (© + 1x) — aresecx 


4) 





Is Ax 
_ Au 01 
sec (u+ fu) — secu JIsecu 





woraus durch Uebergang zur Grenze folgt 
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d .arcsec £ _ 1 1 1 
dz u dsecu — sinu sec u V see u— 1 
du cos? u 


d. i. wegen $gecu = % 
darcsec % 1 1 
6) — = — darcsecx — de. 
da <Ve®—1' :V—1 
Mit Hülfe der Relation 
'arccscn = 3n — arcsec x 
gelangt man endlich noch zu der Formel 








6) garesen ____1 darcesen = — ——e dr. 
dx zvaa—l1 zV &2—1 


Nachdem hiermit die Differentiation der einfachen Functionen 
erledigt ıst, haben wir uns nun mit der Differentiation zusammen- 
gesetzter Functionen zu beschäftigen. 


8. 5. 


Differentiation der Aggregate, Producte und Quotienten. 


I. Sind A und B Constanten, % und ® Functionen der unab- 
hängigen Variabelen x, so bildet das Aggregat Au + Bv eine zu- 
sammengesetzte Function von 2, welche u. A. die Summe u + v, 
die Differenz w — v und das Product Au als specielle Fälle in sich 
enthält. Die Aenderung des x hat gleichzeitige Aenderungen von u 
und ® zur Folge und es ist demnach der Differenzenquotient 
I(Au+Bv) A(u+fu) + B(vo+fv) — (Au+ Bo) 

Az nu Az 

Iu JIv 


=, r? | 
Je kleiner x ist, desto weniger unterscheiden sich die Diffe- 


renzenquotienten Zu und gr von den entsprechenden Differential- 


I Ix 
quotienten, und man kann daher 
Au du Iv dv 
un trm IT tr 


setzen, wo @, und Q3 nicht näher bekannt sind, aber gleichzeitig mit 
1x gegen dıe Null convergiren. Die vorige Gleichung wird jetzt 





830 Cap. L 8.5. Differentiation der Aggregate, 


ut) _ er + AQı + Bas 


und hieraus folgt, indem man zur Grenze für verschwindende 1x, 
01 und 02 übergeht 


d(Au+Bv) _ , du dv 
1) dx u Pr 
oder auch 
2) d(Au+ Bv) = Adu + Bader. 


Für B=+1,B=— 1 und B = 0 liefert die Formel drei 
specielle Gleichungen, die man leicht in Worte fassen und als Regeln 
aussprechen kann. 

Mittelst derselben Schlussweise, die zur Formel 1) führte, ge- 
langt man auch zu dem allgemeineren Fa 


d(Au+Bv+Cu+-) _ 

n Muimtoetn ini roitr. 
worin das Aggregat Au + Bv + en aus einer ” beliebigen end- 
lichen Menge von Summanden zusammengesetzt sein darf; für eine 
unendliche Menge derselben gilt aber die Formel nicht ohne Weite- 
res, weil es in diesem Falle fraglich bleibt, ob Agı + Boa + Co; 
+ +.» ın inf. die Null zur Grenze habe, wenn 1, @2, O3 » - . gegen 
die Null convergiren. 

Mittelst der Formel 3) kann die Differentiation jeder zusammen- 
gesetzten Function ausgeführt werden, die sich in ein Aggregat ein- 
facher Functionen auflösen lässt. So hat man z. B. 

alla + bx)?] _ d[a?® + 3a?bz + 3ab?x? + b2x2] 

ds dz 


= 3a?b ” gabe Le 
—3b(a? + 2abxz + 5°?) = 3b (a + ba)”. 
Ein zweites Beispiel ist 


Jr 


1— x" 
=) _al+s+terer . tar -) 
dı 


_ 40) Ho} +3 ee) 





ME 


= Fi + 2x +- oa 
II. Sind wieder % und v Functionen der Varichalen x, so hat 
man als Differenzenquotienten des Productes wo 
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4A (ur) _ („+ AW(w + Jv) — uv 





As Ix 
Av Au Iu Jv 
=um,+r® Iz 177 Ix ga 
Ju Jv 
Die Grenzwerthe von — , —— und /x sind der Reihe nach 
Ix Ix 
au d® „nd Null; mithin wird 
dz dx 
d(uv) . dv du 
2) da Han t Par 
und 
5) d(uv) = udv + vau. 


Als Beispiel diene der Fall u — x°, v —= xP; man erhält 


ae) _ zB! +afast!= (a + A) a rP—1 


wie sich auch direct ergiebt, wenn z"zP in = + zusammengezogen 
wird. 


III, Behufs der Differentiation des Quotienten = bilden wir 


zunächst den Differenzenquotienten 





_ „+ Ivo Iv_,Iu 
_ 4 + Ju u_ ds 1x 
4% 6 + Ju) u 
und erhalten durch Uebergang zur Pe 
„gu 
6 GE 2-0’ Bar TE 
ET? TER 
oder 
N). a2) terre, 
u u 
Hiernach ist z. B. 
d I-— e”) 
1l—ı _A-9C ae) -A- N) (CN) 
dz (1 — 2)? 
_1—naırIi+ (a — 1)2* 
— (1 — 2)? 


Derselbe Ausdruck wurde schon in Nr. I. auf anderem Wege 
differenzirt; vergleicht man beide Differentialquotienten mit einander, 
so hat man die neue Summenformel 
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1422 +322 +42° 4 .:.:-+(m — Dar? 


__1—na" I! nm— )a* 
= (a) 
Ueberhaupt lässt sich aus jeder analytischen Gleichung, die eine 
willkührliche Variabele enthält, immer eine neue derartige Gleichung 
durch Differentiation in Beziehung auf jene Variabele ableiten. 


8. 6. 


Differentiation der Functionen von Functionen. 


Wenn z eine Function von y, und y wieder eine Function von 
x ıst, so hat man zwei Gleichungen 


1) sb], Toy 
welche sich auch in die eine 
2) se = fly (@)] 


zusammenziehen lassen. Ebenso kann umgekehrt eine Gleichung der 
letzten Art in zwei Gleichungen von der obigen Form zerlegt wer- 
den, z. B. z = logsinz in s — logy und y = sinz. Einer Aende- 
rung des x entsprechen nun Aenderungen von y und #, mithin ist 
nach Nro. 1) 
I: _ Sy +) -SW). 
dx A% ’ 
dafür kann man schreiben 

4: _fow+ As SW). 49 

As Ay 4x’ 
und hier ist der Differenzenquotient von f[y] ebenso gebildet, als 
wenn y eine unabhängige Variabele, mithin 1 y eine willkührliche 
Zunahme des y wäre. Gehen wir nun in der vorigen Gleichung oder 
in der folgenden mit ihr identischen 


— |— = Ö mi 


” in — dy de’ 
oder | 
3) | ds. 4 
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Demnach erhält man den Differentialquotienten ne wenn man 


7 so bildet, als wäre y eine unab- 
hängige Variabele, und ihn nachher mit = multiplicirt; die Werthe 


erst den Differentialquotienten 


d 
von und ay leitet man unmittelbar aus den Gleichungen 1) ab. 


dy dx 
In der Anwendung auf das Beispiel : 
e—=(a + br") 
gestaltet sich die Sache folgendermaassen. Statt der vorstehenden 
Gleichung schreibt man die beiden Gleichungen 
| z=y?’, y=a-+ bı” 
und erhält daraus 
de dy 


— rl _ — n—1 
dy pyPTı, 7, bn® 
mithin durch Multiplication dieser Differentialquotienten 
dz 


—— pP irn —1 
Ir bnpy x 


oder endlich, wenn man für y und & ihre Werthe setzt, 
alla + bar’) ne —=bnp(a + bar pP Ior 


Bei mehrfacher Uebung in diesem Verfahren wird man finden, 
dass es nicht nothwendig ist, die Variabelen y und 2 in Rechnung 
zu bringen, weil sie später doch wieder daraus verschwinden; viel- 
mehr kann man diese Substitutionen im Gedächtnisse behalten und 
dadurch eine wesentliche Abkürzung herbeiführen. Auch ist es be- 
quemer, nicht gleich auf die Entwickelung des Differentialquotienten 
auszugehen, sondern vorläufig erst das Differential der gegebenen 
F'unction zu suchen. So würde man bei dem vorigen Beispiele sa- 
gen: analog d(yP) = pyP — Idy ist 

älla + bar)p] = 9 (a + bare -1 dla + bar) 
—=p»(a + bar) Pr -ı bd(e”) 
—=p»(a + har - Ibnar Ide, 
was mit dem früheren Resultate übereinstimmt. 


Als zweites Beispiel diene die Differentiation von z*. In der 
Form einer Exponentialgrösse dargestellt, ist dieser Ausdruck 
2! — (e!*)* = e* iz. 
Schlömilch, Analysis. L 3 
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nach der Regel d(e!) — eYdy erhält man daraus 
d(z?) — e*!*d(zlx) 
— e*iz(gdlxz + Ix dx) 


= er (z — da + I de) 


—=z”(1 + 1a)dı. 
Auf demselben Wege gelangt man zu der folgenden kleinen 
Formelsammlung, welche später von Nutzen sein wird: 


d + (a + b>)] - a 
a|- TED] a Kap 
d E arctan er\| = or 
lee) Sr 
4 En a + ben] a im 
d [2Ye +: a-+ Ve +22] _ vr n 
dz 


’ [[&2 + Ver + R R Vetße) 








d 4 « arcesin B _ Mi _ 
B " Vape' 
Ve + dx 
d — Omen 
+ Yet] — Va+ ba?’ 
__ dx 
' Bu, — Va rıy 
1 - zdz 
di — = am, 
| oVa+ | V(a + a2): 
d[zIx — z] = Ixds, 
d[— 1 cosu] = tanu dw, 
d [l sinu] == cotu du, 
1 ß tanu _ du 
2 [u ran (ee) = Zr + Breindu’ 
1 ,/@ + ßtanu _ du 
d ErzÜr — ß | ae — Prsintu 


= yaree 
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8. 7. 


Anwendungen der vorigen Formeln. 

I. Wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, so liefert die 
wirkliche Ausführung der durch (1 + x)” angezeigten m Multiplica- 
tionen ein Resultat von der Form 
ı) AI+V=1+ (2: + (2 + 27 +... + „Er, 
worin Ch, O3, O,... („ gewisse, vorläufig noch unbekannte Zah- 
lencoefficienten bedeuten. Um sie zu bestimmen, differenziren wir bei- 
derseits, und erhalten 
m(l + 2" I1=10 +26: +30? +. + m („z"!. 

Diese Gleichung multipliciren wir mit 1 + x, die Gleichung 1) 
dagegen mit m, dann sind die linken Seiten der beiden neuen Glei- 


chungen dieselben, mithin müssen auch die rechten Seiten gleich 
sein, d. h. 
1C, +(20 + 1 G)c+ (3 C; + 2 05)2? + (40, + 3 Cat. 
=m+ m (,% + Mm (3x? +m(,22+ - 
Die vorstehende Gleichung kann aber für jedes beliebige x nur 


dann bestehen, wenn die Coefficienten gleicher Potenzen von x gleich 
sind; es ıst daher der Reihe nach 














m m—|1 m m—|]1 
G1=7:6=4 9 1. p) ) 
m — 2 m m —1 m——2 
G=-a4— = 
u. 8 w. 


Durch Substitution dieser Coefficientenwerthe erhält man aus 
Nro. 1) die Sleiehung 
m em —1)m—2) , 


2) (4r=1+ x + 2 + Er a 


‚welche den Namen den binomis eh en Satzes für ganze positive 
Exponenten führt. Die darin vorkommenden Üoefficienten heissen 
Binomialcoefficienten und werden am zweckmässigsten auf fol- 
gende Weise bezeichnet: 


u) 1) 


(m), = 1, (m), = —, m), = „ey, rn 
_mlm — (m — 2)... m — [k — 1)) 
De nn 


5% 
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Setzt man = = 2 und multiplicirt beiderseits mit 4”, so ge 
langt man zu der Formel 
3) (a + Dr (mbar + (man id + man id th. 
+ (M)m-ıab" 1-4 (Mm)m 6”, 
mittelst deren jede zweitheilige Grösse auf eine beliebige ganze po- 


sitive Potenz erhoben werden kann. 
Die Gleichung 2) dient auch zur Berechnung der Zahl e, wenn 


2» — L genommen und m als unendlich wachsende Zahl betrachtet 
wird. Man erhält zunächst 


4 (-d)6-4 


(144) =1+7 Ab vor Tin 1.2.3 


REISE (1-77 ) 


wobei die rechte Seite m + 1 Summanden zählt. Verstehen wir 
unter k eine beliebige ganze positive Zahl <’ m, so können wir die 
rechte Seite in zwei Theile zerlegen, deren erster die k + 1 ersten 
Summanden enthält, während der zweite, welcher R heissen möge, 
den noch übrigen Rest von m — k.Summanden umfasst; dies giebt 


(+4) 
le, 


=1+ + 4 
=) 


„96 -9-6- 


+.» 








"1.2.3. ins 

, eh * „+1 
R ( AN =)" \ ee, unenee 
Km) 
FTD mn 


In der zuletzt eingeklammerten Summe sind die Zähler aller 
Summanden positive ächte Brüche; setzen wir statt derselben durch- 
weg die Einheit und nehmen statt der Nenner 
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k+2, CHD)(E+ 3... KH+M)(k+ 3)... m 


die kleineren Nenner 


kl, k+D%,.... K + Hmment, 


so erhalten wir zu viel, mithin ist die erwähnte Summe kleiner als 


Herten) tt) 


(—- nu 

k l 

U 
1 IT I<7F1 


Andererseits beträgt jene Summe mehr als Null, sie liegt also 
zwischen 


Ond —_ — 
1 1 k 


+1 


1 gesetzt werden, wo & einen nicht nä- 








und kann folglich = & k 





her bestimmten positiven ächten Bruch bezeichnet; es ist dann 


Sit vis vida vB 


1.2.3. 


Gehen wir nun in den Gleichungen iR und 5) zur Grenze für 
unendlich wachsende m über, ohne die Zahl % zu ändern, und be- 
rücksichtigen die Gleichungen 
Lm -—- um 2 =... - imo, 
m m m 


% 


)) R= 


so gelangen wir zu folgender Formel 
1 1 41 
=ıi+t Ttigt tıoas.at® 
_ı 2 
1.2.3... &k’ 


worin k eine beliebige endliche positive ganze Zahl ist. Indem man 
für s einmal die Null, das andere Mal die Einheit setzt, erhält man zwei 
. verschiedene Summen, zwischen denen e liegt; weil aber R beliebig 
klein gemacht werden kann, wenn man %k gross genug. wählt, so las- 
sen sich jene Summen einander beliebig nahe bringen und liefern den 
Werth von e so genau, als man es verlangt. So ist z. B. für k=10 


R= 
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' 1 1 1 
1 1 1.2 1 2...10 


1 & 
- —_ Lo 00276 - € 
1.2...10 10 0,0000 ' 
mithin fürs —=0 unds =1 | 
2,7182818011 < e < 2,7182818297, 


womit e auf sieben Decimalstellen genau bestimmt ist. 


I. Setzt man zur Abkürzung 
__ cosnu _smnu 
08" 4° 0. = cos" u ' 
so findet man sehr leicht folgende zwei Relationen 

Pa +1ı = Pa — Qı tanu, Qn+1ı= Qu + Pu tanu; 
von den Werthen P, = 1 und Q@, = 0 ausgehend, kann man diese 
Formeln der Reihe nach für n = 0,1, 2,3,.... anwenden und 
erhält 





P =1l, Qı = tanu, 
PR =1 — tan?u, Q, = 2 tanyu, 
-PR=1-— 3 tan, 0, = 3 tanu — tandu, 


P,=1— 6tan?u + tantur: Qu = 4 tanu — 4 tandu, 


Die vorstehenden Gleichungen berechtigen zu dem allgemeinen 
Schlusse, dass für jedes ganze positive m sein werde 





cos mu 

6) mu 
=1— Gstan?u + CO, tantu — Otandu + ++. 

® sinmu 


—= O tanu — Gy tan?du + O, taniu —::-:-- 
worin CO}, OÖ, C, etc. gewisse vorläufig unbekannte Zahlencoefficien- 
ten bedeuten. Um diese zu bestimmen, differenziren wir jede der 
vorigen Gleichungen und bemerken dabei, dass 
dPn 
du 


«8: —= + mPn + m Qutanu, 


k 
du 





—= — m Qu + m Pu tanu, 
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ist, wie sich bei wirklicher Ausführung der Differentiation leicht fin- 
det; wir erhalten 


8) — mP„tanu + m Om 
— (2 Otanu — A COtandu + 6 O,tandiu — +») sec?u, 
9) m Pm + m Qu tan u 


—=(1C, — 3 Oztan?u + 5 O,tantu — 7 Oytun®u + --») sec? u. 


Multipliciren wir die erste Gleichung mit tanu und ziehen 
das Product von der zweiten Gleichung ab, so bleibt linker Hand 
m Pm (1 + tan?u) = m P.„ sec?u übrig, wobei sich der Factor sec? u 
hebt; gleichzeitig setzen wir statt P„ den in Nro. 6) verzeichneten 
Ausdruck und gelangen so zu der Gleichung 


10) m — m 0, tan?u + m Cytantu — m C;tandu + » 
= = 10, — @ (0A + 3 O3) tan? u + (4 Q + o)tantn 
— (6 16 + T C,) tan® u +. 
Das Seitenstück hierzu ergiebt sich, wenn wir aus den Gleichun- 


gen 8) und 9) die Grösse ?,„ eliminiren und statt des übrig bleiben- 
den Q.„ den in Nro. 7) verzeichneten Ausdruck setzen; es wird 


11) m Ch tanu — m Ostan?u + mOstan’u — - - 
= (10, + 2 Os)tanu — (3 0; + 4 Cu)tan?u 
+(50 +6C)tan5su —.:::-» 


Vergleichen wir nun wechselweise in 10) und 11) die Coefficien- 
ten gleicher Potenzen von tanu, so erhalten wir 





m— |] m m—|1 
== =. 
m—2 m m m—1 m—2 
— zn —— 0 — 0 ‘) f, 
G=G47z 1 2 g muB 


woraus augenblicklich hervorgeht, dass C,, CO), O3 etc. mit dem Bi- 
nomialcoefficienten (m), (m). , (m); etc. identisch sind. Demnach ha- 
ben wir nach Nro. 6) und 7) folgende Formeln 








12) — .r u — (m) — (m)stan?u + (m), tantu 
— (m) tandu +» 
13) m — (m), tanu — (m); tan®u + (m), tan5u — ++» 
oder auch durch beiderseitige Multiplication mit cos” 
14) cosmu — (m), cos” u — (m), cos” — Fu sin?u 


+ (m)4 cos” — tu sint u —r0rH 
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15) sinmu — (m)ı cos” — Iusinu — (m); 0085” — Bu sinus 
+ (m)s cosm —Susindu —- - - 

Diese Formeln lassen noch einige Umgestaltungen zu, die wir 
kurz andeuten wollen. Die Gleichung 14) enthält nur gerade Poten- 
zen von sinu, d. h. ganze Potenzen von sin?u = 1 — cos?u, man 
kann daher den binomischen Satz anwenden, indem man 

sin’tu = (1 — cos?u)* 
— 1 — (k)ı cos?u + (k)scos!u — (k).costu + --- 
und k =1, 2, 3 ete. setzt; nach Zusammenfassung aller Glieder, 
welche gleiche Potenzen von cos« zu F'actoren haben, gelangt man 
zu einem Resultate von der Form 
16)  cosmu — Avcos" u + An cosm u + ..... ’ 
worin Ay, As, A, etc. gewisse constante Coefficienten bedeuten, deren 
Werthe sich durch Ausführung der angedeuteten Operationen voii 
selbst ergeben. Schreibt man ferner statt Nro. 15) 
sinmu — sinu [(m)ı 008” — Is — (m); 008” — 3usintu 4 - + +], 

so ist innerhalb der Parenthese wieder die vorige Transformation an- 
wendbar und führt zu einem Resultate von folgender Form 
17) sinmu — sinu [Bı cos" "Is + Bzcos" "du + -- +] 

Will man die Cosinuspotenzen in Sinuspotenzen umsetzen, so 
braucht man nur u = 3% — v zu substituiren, doch hat man dann 
linker Hand gerade und ungerade m zu unterscheiden. 


8. 8 
Zusammenhang zwischen einer Function und ihrem Diffe- 
rentialquotienten. 


I. Wie in $. 1, Formel 8) bezeichnen wir mit eg den Unter- 
schied zwischen dem Differenzenquotienten und dem Differentialquo- 
tienten einer Function f(x), wir setzen also 


CH BE DE-EIC ED TANFEN 


wo _ zwar nicht näher bekannt ist, aber gleichzeitig mit fx gegen 
die Null convergirt. Eben desswegen lässt sich auch, wenn fx hin- 
reichend klein genommen wird, @ so weit verringern, dass sein abso- 
luter Werth weniger als der absolute Werth von f’(x) beträgt; für 
noch kleinere 1x findet diese Ungleichung um so mehr statt wegen 
der weiteren Abnahme des g. Die rechte Seite der obigen Glei- 
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chung hat jetzt dasselbe Vorzeichen wie f’(x), mithin kommt das 
nämliche Vorzeichen auch der linken Seite zu. Ist nun f’(&) und 
daher /’(x) + _ positiv, so folgt, Ax immer als positiv vorausge- 
setzt, dass f(x + Jx)> f(x) sein muss; in diesem Falle entspricht 
der grösseren Variabele ein grösserer Functionswerth. ° Wenn da- 
gegen /’(x), mithin auch f’(x) + _ negativ ist, so ergiebt sich 
/(@ + Az) < f(&), und hier gehört zur grösseren. Variabele ein 
kleinerer Functionswerth. Man hat daher folgenden Satz: Je nach- 
dem der Differentialquotient einer Function das positive 
oder negative Vorzeichen besitzt, ist die Function selber 
im Wachsen oder im Abnehmen begriffen, und umgekehrt. 

Hieraus erklärt sich z. B., warum der Differentialquotient des 
Sınus positiv, der des Cosinus negativ ist, wenn der Bogen im ersten 
Quadranten liegt. 


I. Wir betrachten ferner die Function (x) als endlich und 
continuirlich von z = a bis x = b, und setzen voraus, dass ihre 
Derivirte p’(x) die nämliche Eigenschaft besitze; durchläuft nun & 
das genannte Intervall, so wird p’(x) das eine Mal einen grössten 
Werth M’, ein anderes Mal einen kleinsten Werth N’ annehmen, mit- 
hin ist innerhalb jenes Intervalles 

op’ (x) — M’ negativ, p'(x) — N’ positiv. 
Andererseits lässt sich @’(x) — M’ als Differentialquotient von 
w=p@) - 9) - @— aM 
betrachten, ebenso p’(x) — N’ als Differentialquotient von 
v=p9l@) —- Y9()— @—a)N, | 
und nun folgt aus dem in Abschn. I. bewiesenen Satze, dass % eine 
abnehmende, dagegen ® eine zunehmende Function is. Für 2 =.«a 
verschwinden diese Functionen; demnach fängt u seine Abnahme mit 
dem Werthe % — 0 an und muss folglich immer negativ sein; v be- 
ginnt sein Wachsthum mit v —= 0 und ist daher positiv. Dies gilt 
von z=«4bis x = b, mithin ist auch 
26) — Pla) — ® — AM’ negatin, 
p(b) — Pla) — (b — a)N’ positiv. 
Lassen wir nun in dem Ausdrucke 
= 9b) - 9) —- 6b — Ay’) 
die Variabele x das Intervall & = a bs 2 = b durchlaufen, so er- 
reicht @’(x) einmal den Werth M’, ein anderes Mal den. Werth N’; 
im ersten Falle wird w negativ, im zweiten positiv. Dieser Ueber- 
gang vom Negativen zum Positiven ist bei einer continuirlichen Func- 


1) 
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tion nur mittelst Durchganges durch den Werth w — 0 möglich; 
zwischen a und b muss es daher wenigstens einen speciellen Werth 
% — £ geben, für welchen w — 0 oder 

oO) - yaa=b— PR) | 
wird. Dass a <&<- bist, kann man durch die Gleichung & — 
a + 9(b— a) ausdrücken, wenn man unter ® einen nicht näher be- 
kannten positiven ächten Bruch versteht; die vorige Gleichung lautet 
dann: 
2) Hd - ya) = bh — Pla +9Pp —al, O<P<I, 
oder auch, wenn b = 4a + h gesetzt wird, 
3) ga +h)=Yl) +hpla+dh, O<F<H 
wobei jede der Functionen p(x) und @’(x) endlich und stetig blei- 
ben mus von = absr —=b. 


Die Wichtigkeit der Formel 2) wird es rechtfertigen, wenn wir 
einen zweiten Beweis derselben mittheilen, welcher noch einfacher ist 
und die Kenntniss des in Abschn. J. entwickelten Theoremes nicht 
voraussetzt. Denken wir uns die Differenz b — a in n gleiche Theile 
getheilt und bezeichnen wir einen solchen Theil mit Ö, so ist 


0-4, b—-a=nd, bdb=at+md 





und identisch 


p(b) — ya) _ Pb) — Ya) 
b—a zu nö 
1fp(a + d) — p(a) „, Pla + 28) — pl(a + Ö) 
_ pe FI Zee 4 — ö ++.» 


+ get ge+r ia] 


In Worten heisst dies: der Quptient du u ist das arıth- 


metische Mittel aus den n Werthen, welche der Differenzenquotient 
9E +9) — Pa) 
ö 


annimmt, wenn der Reihe nach 

s=a a+d, a+2d,.... a+m — 1)8 
gesetzt wird, oder, wenn & das Intervall a bis b — Ö in Absätzen 
von Ö zu Ö durchläuft. Das arithmetische Mittel aus mehreren Zah- 
len liegt immer zwischen der kleinsten und grössten derselben; be- 
zeichnen wir daher mit M den grössten und mit N den kleinsten 
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Werth, welchen der genannte Differenzenguotient erreicht, wenn & 
sich auf die vorgeschriebene Weise ändert, so ist 


u>rO-e@_ x - 


Bei unendlich wachsenden n convergirt Ö gegen die Null, und 
dann durchläuft x stetig das Intervall a bis b; der Differenzenquo- 
tient wird zum Differentialquotienten, M geht über in M’, N in N', 
und die vorige Ungleichung lautet jetzt 


‚20 — 9@) 
W"> Ta >" 


Dies ist einerlei mit Dem, was unter Nro. 1) gefunden wurde; 
die übrige Schlussweise bleibt dieselbe. 

Der gewonnene Satz kann auf verschiedene Weise geometrisch 
interpretirt werden, je nachdem man ® (x) als die zur Abscisse x ge- 
hörende Ordinate einer ebenen Curve, oder als die über der Abscisse 
x stehende Fläche einer anderen Curve, oder als Volumen betrachtet. 
Wir wollen die erste Voraussetzung genauer untersuchen. 

Fig. 7. | In Fig. 7 sei die ebene Curve 
CPD durch dieGleichung y==9 (x) 
bestimmt, 0OA=a, OB=b, 
AB=b—-a=h AC=p(a), 
BD= o(b) = (a + h), end- 
lich CE parallel und gleich AB; 
man hat dann einerseits DE= BD 
— AC=pI(b) — p(a), ande- 
.rerseits DE=—= CE-tan DCE, 
mithin 
yla +h) — pla)=htnDCE. 

Unter der Voraussetzung, dass die Curve von C bis D ununter- 
brochen verläuft und dass die Tangente an derselben ihre Richtung 
stetig ändert, wenn der Berührungspunkt den Bogen CD durchläuft, 
giebt es jedenfalls eine zur Sehne CD parallele Tangente, deren Be- 
rührungspunkt P zwischen Ü und D liegt; es ist dann £ DOE 
= ZPTM= rund 

p(a + h) — pl(a) = htant. 

. Für OM = & ist weiter tant = p’($) —= Y'(a + AM), und 
da AM einen Bruchtheil von AB ausmacht, so kann AM —= Hh 
gesetzt werden. Nach diesen Substitutionen geht die vorige Glei- 
chung in Nro. 3) über und bedeutet geometrisch, dass es im Allge- 
meinen zu jeder Sehne einer Curve eine parallele Tangente giebt. 





OT ı M BB X 
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Nicht überflüssig ist es, sich von den Ausnahmen zu überzeugen, 
Fig. 8. welche dieser Satz erleidet, wenn entweder 
p(z) oder @’(z) oder beide Functionen 
discontinuirlich werden. So erkennt man 
augenblicklich aus Fig. 8, dass der Satz 
q nicht mehr richtig zu sein braucht, wenn 
die Curve von C bis D durch imaginäre 
OTTA B Ordinaten unterbrochen ist. Setzen wir 
ferner voraus, dass @(x) zwar reell, aber 
discontinuirlich zwischen 2 = a und x = b, dagegen g’ (x) conti- 
nuirlich sei, 80 besteht die Curve aus zwei nicht zusammenhängenden 
Bögen CH und KD, wobei die Tangenten in H und K parallel lau- 
fen (Fig. 9); auch hier giebt es keine zu CD parallele Tangente, de- 
ren Berührungspunkt zwischen C und D fällt. Im dritten Falle, wenn 
nämlich @ (x) continuirlich, aber @’(x) discontinuirlich ist, erleidet zwar 
die Curve keine Unterbrechung, dagegen ändert die Tangente ihre 
Lage sprungweise zwischen Cund .D (Fig. 10), d.h. sie geht in einem 
Fig: 9. Fig. 10. 





Punkte @ plötzlich von GH nach @ K über, wodurch die Curve eine 
Spitze erhält. Wiederum gilt hier der Satz nicht, da eine Parallele 
zu CD zwischen @H und @K, etwa nach @J, fallen kann und dann 
keine Lage der Tangente darstellt. Sind endlich (x) und p’(x) 
gleichzeitig discontinuirlich, so erhält man eine ähnliche Figur wie 
Nro. 9), nur sind in diesem Falle die Tangenten in ZH und K nicht 
parallel; die Folgerung bleibt aber dieselbe. 

Behufs einer zweiten geometrischen Deutung denken wir uns 
pP (x) als die über der Abscisse x stehende Fläche einer Curve; die 
Gleichung der letzteren ist dann y = 9@’(x), und die Formel 2) ent- 
hält nun den unmittelbar klaren Satz, dass die über der Strecke A B 
stehende Fläche als ein Rechteck angesehen werden kann, welches 
AB zur Basis und eine mittlere Ordinate zur Höhe hat. Aehnlich 
gestaltet sich die Sache in dem Falle, wo p(x) als ein Volumen be- 
trachtet wird, 
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Trotz ihrer Einfachheit ist die Formel 2) doch eine sehr wich- 

tige, die viele Anwendungen gestattet. Hier nur eine derselben. Für 
P(2) = logx wird p’(x) = m, mithin 


. L log e 
log(a +) — ga—h 5; 
setzt man an die Stelle des ächten Bruches 9 das eine Mal die Ein- 
heit, das andere Mal die Null, so gelangt man zu den beiden Unglei- 
chungen 





4) log(a + N > igga + a 
5) log(a + r) <Ioga + FE ge 


Bei grossen « und kleinen k können ie Formeln zur Berech- 
nung von log(a -+ h) dienen, wenn loga bekannt ist. Wollte man 
z. B. eine bis zur Zahl 100000 gehende Tafel der Brigg’schen Loga- 
rithmen erweitern und etwa 09100003 berechnen, so hätte man nach 
dem Obigen 

“ 8 . 0,43429448 

1000038 

3 . 0,43429448 
100000 


109100003 > 5 + 


109100008 < 5 + 


oder 
log 100003 > 5,000013028, log 100003 <- 5,000013029; 
beide Zahlwerthe stimmen ın 8 Decimalen überein, daher ist, mit 
Rücksicht auf die neunte Stelle | 
log 100003 = 5,00001303 
zu setzen, wie man auch in grösseren Tafeln angegeben findet. 

III. Durch Verallgemeinerung der Schlüsse, welche zu Formel 2) 
führten, kann man noch weiter gehende Resultate erreichen. Sind 
z. B. 9 (x), P’(z), Y% (x) und %(x) Functionen, die von x = a bis 
x = b endlich und stetig bleiben, und deren letzte innerhalb des 
genannten Intervalles nur positive, von Null verschiedene Werthe be- 


continuirlich von 2 —=4abis 





sitzt, so ändert sich der Quotient , . 
x — b; sein grösster Werth innerhalb dieses Intervalles sei M’, sein 
kleinster N’, so ist 


! 
7a) a - M’ negativ, En — N’ positiv, 
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ferner wegen des positiven %’ (x) 
p'(z) — M’Y' (x) negativ, p'(z) — N’Y’ (x) positiv. 
Der erste Ausdruck kann als Differentialquotient von 
“= Pla) — Pla) — Mlyla) — Yv(a)] 
angesehen werden, der zweite als Differentialquotient von 
v= 92) — Pla) — N’ [vyle) — Y(a)), 
und wie in Absch. I. überzeugt man sich leicht, dass % eine abneh- 
mende und negativ bleibende Function ist, dagegen v eine wachsende 
und positive; daraus folgt 
Pb) — Pla) — M’[v(b) — Y(a)] negativ, 
Pd) — Pla) — N [Y(b) — Y(a)] positiv. 

Da ferner Y’(x) als positiv vorausgesetzt wurde, so ist $ (x) 
eine wachsende Function, % (b) — Y(a) positiv und nach dem Vo- 
rigen 

b) — (a) 
n>FO IN, m. 
vb) — va) 


Lässt man in dem Ausdrucke . 
Pb) — Pl) _ Pa) 

»O-va) ve 
% das Intervall a bis b durchlaufen, so ändert sich der Quotient rech- 
ter Hand stetig, erreicht einmal den Werth M’, ein ander Mal den 
Werth N’ und wird demnach einmal grösser und einmal kleiner 
‘ als der links stehende Quotient; es giebt daher zwischen a und b we- 
nigstens einen Werth x = &Eoderz—=a + #(b — a), für welchen 
die Gleichheit beider Quotienten eintritt, nämlich 

Pb) — 9) _ Pa + PB — a) 

9) yo -9@ varsp-ay I<SP<I 


oder fürrb —a=h, 
n PatNn-9@W_P@+®n 
Ya +h)— vl) WV(a+ ®A)' 


Zu derselben Formel gelangt man auch durch folgende. Betrach- 
tung. Wenn wie früher 





0<®<1 


8— ’—, mithin b=a+tnd 


gesetzt wird, und wenn ferner (x) und d (x) von z—=absxr—=b 
endlich und durchaus eindeutig, d. h. continuirlich bleiben, so hat 
man zunächst die identische Gleichung 





= 
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0 IQ = va _ 
vb) — %(a) 
9 (a + N— gla)+ Pla +23) — Pla+d) +---+ Pla nd) — pla +r—id) 
Y (a +4) — yla)+ (a +29) — yla-+F) ++ Yyla+ nd) — yla +n—18)' 
wobei sowohl ım Zähler als ım Nenner n Summanden stehen, wenn 
jede Differenz als ein Summand gerechnet wird. Hier lässt sich der 
bekannte Satz anwenden, dass der Werth des Quotienten 
NR nt++P 
WW HWFmMH+ ::+W 
zwischen dem grössten und kleinsten der einzelnen Quotienten 
V, V, V —. V. 
m m’ WM’ Ws 
liegt, falls Wı, Wa, ... W,„ sämmtlich positiv sind*). Die letzte 
Bedingung ist hier erfüllt, wenn Y(x) eine wachsende Function von 
& bedeutet, und unter dieser Voraussetzung liegt nun Q zwischen dem 
grössten und kleinsten der Quotienten 
p(a + 6) — P(a) p(a + 20) — p(a + Ö) 
va+d)—ya Yarz2)— var) 
d.h. @ bildet eine Mittelgrösse zwischen den n Werthen, welche 


der Quotient 
p(z + 9) — P@) 
ga +»- ya) _ I 
ve +) — va) VEN — vl) 
Ö 





‚uSs w. 


annimmt, sobald x die » Werthe a, a + 6, a + 25,..... 
@ + (n — 1)Öd erhält. Bei unendlich wachsenden n wird 


pl + 2 — pe) 
p' (x) 


v@ + 2 - vo) Vo 


*) Der grösste der genannten Quotienten sei M, der kleinste N; 
man hat dann 


v, 1 v, 


und durch Multiplication mit den "positiven Factoren W, ; Warn. : Wu 
MW, >V,>NW, MW>-V,>NW;u.: w. 
Indem man diese Ungleichungen addirt und nachher mit W, + W, 
+:..+ W,„ dividirt, erhält man 
EB /E ABER 
“ame pw >Nwnbw. 
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und es ist nun Q) eine Mittelgrösse zwischen den unendlich vielen 


' 
Werthen, welche 2 E annimmt, sobald z das Intervall a bis b ste- 
tig durchläuft. Daraus folgt unmittelbar, dass einer dieser Werthe, 
etwa der fire = £=a-+ #(b — a) eintretende, dem Quotien- 








' 
ten Q gleichkommen muss, wofern sich v = continuirlich ändert von 
2—=a bis zb. Uebrigens kann hierbei %’ (a) oder %’(b) verschwin- 


' 
den, denn es wird dadurch die Continuität von 7 ei innerhalb des 





Intervalles & bis 5 nicht gestört. 
Den für Y (z)und %’ (x) angegebenen Bedingungen genügt z. B. 
die Function 
Ihr — db VvV=rb— MT, 
bei welcher in der That 
Pe) ___ Pe) 
va) 2b — „Pr! 
continuirlich bleibt, so lange x die Stelle x = b nicht überschreitet, 
und $’(x) continuirlich ist; man erhält in diesem Falle aus Nro. 6) 
) HOW -9O=T rat she) 
Für den speciellen Werth p = 1 geht diese Gleichung in die 
früher unter Nro. 2) entwickelte Formel über. 





8. 9. 


Differentiation der Functionen mehrerer Variabelen, 


I. Wenn # als Function der beiden unabhängigen Variabelen 
x und % betrachtet und 


1) e=f(e, Y) 
gesetzt wird, so sind drei verschiedene Aenderungen zu unterschei- 
den; es kann nämlich entweder x allein geändert werden, während % 
constant bleibt, oder man lässt 4 bei constanten x sich ändern, oder 
endlich, man setzt voraus, das x und % gleichzeitige Aenderungen er- 
leiden. Begreiflicherweise ändert sich & in jedem Falle, da aber diese 
Aenderungen verschieden sein können, so bedarf es einer Unterschei- 
dung derselben, und zwar nennt man die erste die partielle Aende- 
rung von 2 nach x, die zweite die partielle Aenderung nach y, und 
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die letzte die totale Aenderung des # (nach x und y). Diese drei 
Aenderungen kann man 
sich leicht veranschauli- 
chen, wenn man die Glei- 
chung 1) als Gleichung 
einer auf rechtwinklige 
Coordinaten bezogenen 
Fläche betrachtet, etwa 
wie in Fig. 11, ww OM 
=, MN=yNP=s 
ist. Lässt man hier x 
allein um Ax = MM, 
wachsen, so rückt N nach 
N,, P bewegt sich auf 
dem Durchschnitte der 
Fläche mit der Ebene 
PNN, underhält die neue 
Lage P,; der Aenderung - 
4x entspricht daher die 
partielle Aenderung 


Je =PA=f@+ A8,Yy) — SC Y) 

“Wenn zweitens y allein um /y —= NN, zunimmt, so rückt P 
parallel zur Ebene yz auf der Fläche fort, etwa bis P,, und es ist 
die zugehörige partielle Aenderung 

Ay=PRQa=f/a,y+AIY) — Sa Y- 

Im Fall endlich x um x, und gleichzeitig y um /y zunimmt, 
gelangt N nach N,, P nach P,; und es entsteht die totale Aenderung 

Isa» = BAG =/@+ In y+ IN) Say) - 

Was nun die partiellen Aenderungen betrifft, so sind dieselben 
sehr leicht zu behandeln. Der Differenzenquotient 

Ita _ fa + IV) - Say) 
Is I 

ist nämlich ganz so gebildet, als wäre y eine Constante, und es be- 
darf daher beim Uebergange zur Grenze für verschwindende x nur 
eines Zeichens, dass % hier als alleinige Variabele angesehen wurde. 
Für den Grenzwerth linker Hand, d. h. für den partiell nach x ge- 
nommenen Differentialquotienten, benutzt man eins der Zeichen, 


Fig. 11. 





d£.e) (ds 0% 
da ’ (7) 0x ' 


von denen das letzte am. bequemsten ist; den Grenzwerth rechter 
8chlömilch, Analysis. I. 4 
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Hand, d. h. die partiell nach x derivirte Function, bezeichnet man mit 
: f2(&, y), und hat nun 


= fi@, 
oder 
2) 0,2 —= fz(z, y). 9%. 
Dem entsprechend ist für das zweite partielle Differential 
3) 0,2 = f,(&, Y) . 9% 


So erhält man z. B. aus 


s — arcan — 


nach den gewöhnlichen Regeln die beiden partiellen Differentiale 
—_—_ I _ + 9%. 
0,2 = + Fre 9,s= 4 7. 09 
Was endlich die totale Aenderung betrifft, die man schlechthin 
mit fg zu bezeichnen pflegt, so kann man dieselbe in folgender 
- Form darstellen 
4) 4, Tetens tm -seytm,, 


fa,y + Ay) — Il, y) 
+2, 49 


und es ist nun zu untersuchen, welchen Grenzen sich die vorkommen- 
den Quotienten bei gleichzeitig verschwindenden fx und Sy nä- 
hern. Beachtet man, dass der Zähler des ersten Quotienten ebenso 
gebildet ist, als wenn y + /y constant und nur x um 1x geändert 
wäre, so erhellt augenblicklich die Anwendbarkeit der Formel 2) 
des vorigen Paragraphen und dann hat man frra—= r,h—= Jı 
S@+ As y+ I) =/ey+IY)+ die +9InsyrIY), 
mithin statt der Gleichung 4) die folgende 


5) Izs=f(e +9NAı,y+ Iy). Is 
Se,y + I) — Sy) 
+ Ay Ay. 


Bei verschwindenden /x und /y wird nun \ 
Lmf@ +9Amny+AW= Fl Y)ı 


Lim te: 3 + N ZIEN ji, J) 


mithin aus der vorigen Gleichung 
0) de faddet+hen  - 
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oder 
02 Ö8 
7 _ 08 08 2, 
) de pr dx + D9 dy 
Statt der Gleichung 6) kann, den Formeln 2) und 3) zufolge, 


auch geschrieben werden 
8) | de —= 0,8 + 0,8, 


und es liegt hierin der Satz, dass das totale Differential einer Func- 
tion gleich ist der Summe ihrer partiellen Differentiale. 


Der geometrische Sınn dieses Resultates erhellt aus folgender 

Fig. 12. Betrachtung. Denkt man sich 
in der Gleichung < = f(x, y) 
vorerst y als constant, so hat 
man die Gleichung der Curve 
PP,, in welcher die Fläche 
von der Ebene PN N, || xs 
geschnitten wird, daher ist 2 
die Tangente des Winkels 
Q, PT, (Fig. 12), welchen eine 
durch P an die Curve PP, ge- 
legte berührende Gerade mit 
der x-Achse einschliesst. Aus 
ganz ähnlichen Schlüssen folgt, 


die trigonometrische Tangente des Winkels Q, PT, dar- 





08 


oY 
stellt, welchen die Tangente am Schnitte PP, mit der y-Achse bil- 
det. Es gelten daher die Gleichungen 


02 2 
ah=7P% Gh=z,Pe 


dass 


Durch die Tangenten PT, und PT, kann man eine Ebene le- 
gen, welche von P,; Q, in einem Punkte 7; geschnitten wird; das 
Viereck PT, T, Ty ist dann ein Parallelogramm, und wenn man noch 
T, U|| PQı zieht, so erhält man die congruenten Dreiecke 7, U T; 
und PQ, 7,, mithin 7, U= T,Qı. Dies giebt 


RB = BU UT = AT + QT. 


Je kleiner nun PQ, und PQ, genommen werden, um so näher 
rückt P, an T,, P, an 75, P, an T,, um so genauer gelten daher 
auch die Beziehungen 

4* 
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7) 
aA=ZPQ, GA=ZPG 


PR =QP + WP:; 

diese sind identisch mit den Gleichungen 2), 3) und 8), weil ein ge- 
gen die Null convergirendes PQ, mit dx, ebenso P Q, mit dy be- 
zeichnet werden muss und Q,Pı, Qe Ps, Qs Ps; die entsprechenden 
Zunahmen 0,2, 0,8,dz darstellen. Mit einem Worte: je näher die 
Punkte P,, P,, P,; dem Punkte P liegen, um so eher ist es erlaubt, 
P, und P, als Punkte der Tangenten PT, , PT,, und P, als einen 
Punkt der anschliessenden Ebene 7} PT} zu betrachten. In der That 
wird sich in Cap. III. zeigen, dass diese Ebene die Fläche berührt. 


IL Bei Functionen mehrerer Varıabelen gestaltet sich die Sache 
sehr ähnlich. Aus 





| u= F(x,y,&) 
erhält man für die totale Differenz 
Ju=F(&@+ J4Iz,y+ Iy,s+ Ice) — F(x,yı 2), 
wofür geschrieben werden kann 
au FetfsytM,s+ ZE YytrAys+ Je) ,, 
„Fe y+ Ay,e + Je) — Fia,y,e + I) zy 
Ay 
F ‚9 Age — ’ 
+ @ye+ . Favyı2) ,, 
8 
Unter Anwendung der Formel 2) in $. 8 wird hieraus, wenn ? 
und 77 positive ächte Brüche bezeichnen, | 
Ju=Fic +94Ax,y+ Iy,e + Je). Is 
+ F,@,y+ndy,s+ JIe).4y 
‚Feyst+t4)- Fey ,, \ 
Is 
und durch Uebergang zur Grenze 
9) du = Fi,yı2).dz + Fllz,yı2).dy + Fı(a,yıe). ds 
oder 


10) du — 2" da +3 a, 48 + = 
— 0,4 + 0,% ui 0, u. 

Diese Betrachtungen sind leicht auf beliebig viele Variabele aus- 
zudehnen und. führen zu dem allgemeinen Theoreme: Das totale 
Differential einer Function beliebig vieler Variabelen ist 
die Summe der partiellen Differentiale jener Function. 
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8. 10. 


Differentiation unentwickelter Functionen. 


‘I. Besteht zwischen zwei Variabelen x und y eine Gleichung, 
die man immer auf die Normalform 
1) Sa,9)=0 
bringen kann, so sind nicht beide Variabele willkührlich; denn durch 
Auflösung der Gleichung nach y würde man ein Resultat von der 
Form 
96) 
erhalten, wo nun y von 2 abhängig ist. Lässt sich diese Reduc- 
tion ausführen, so kann auch 
d 
Z=re 
‚ nach den früheren Regeln abgeleitet werden; dies geht jedoch nicht 
mehr, wenn die Gleichung 1) unauflösbar, mithin y eine unent- 
wickelte (implicite) Function von z ist. Man hilft sich dann auf 
folgende Weise, 
Aus der Gleichung 1) erhält man zunächst, weil sie für alle x 
und die zugehörigen y bestehen soll, 
2) Je+4sy+I)=0; 
Die Differenz der Gleichungen 2) und 1), dividirt durch 4, 
liefert weiter 
Je +4I2,y + MN) -ISEN _y 
4x 
Auf der linken Seite kann man dieselbe Transformation vorneh- 
men, die im vorigen Paragraphen benutzt wurde, nämlich 
fat+Iayt Ay fey tr) | fayt N) SEN, _ . 
Ax Ay: w-7 
und hier gelten fast wörtlich dieselben Schlüsse wie dort; man erhält 
beim Grenzübergange 


3) Led +0 


Zu demselben Resultate gelangt man unmittelbar, sobald man in 
Formel 6) des vorigen Paragraphen 20 setzt und die entstehende 
Gleichung durch dx dividirt; in der That ist es auch für die Unter- 
suchungen des $. 9 vollkommen gleichgültig, ob man z, y, £ etc. als 
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willkührlich oder als von einander abhängig betrachtet. Aus Nro. 3) 
folgt nun 





de Je, 9 " 
oder, wie man häufig kürzer schreibt, ı 
K2E 
dy 0x 

5 . — TI m . 
dx of 
0% 
Die hiermit für - — g’(x) gewonnene Formel enthält zwar 


noch %, welches man im Allgemeinen nicht angeben, dessen Werth 
aber gefunden werden kann, sobald x einen speciellen Zahlwerth be- 
kommt; dann wird nämlich die Gleichung f(x, y) = 0 zu einer nu- 
merischen Gleichung mit der einen Unbekannten y, und jede solche 
Gleichung kann mindestens durch Probiren aufgelöst werden. 


Wäre z. B. die gegebene Bedingungsgleichung: 
Say) = yar — 2yar +3y— 6r—0, 
die in Beziehung auf y nicht algebraisch lösbar ist, so folgt: 


of(&, y) Y) 572 — Ar 
Zur FE =3y’s 4ytkz — 6 

EN — sy — By +3 
Y 


und mithin ist 
dy __ _ 3y’a2 — d4ytz — 6 
a +9 = Bytzd — 8y2x? +3 


Für x—=12z.B. geht die obige Bedingungsgleichung in die 
numerische Gleichung über: 
y’—23yt +3y—6=0, | 
deren einzige reelle Wurzel y = 2 ist; dem Werthe <= 1 ent- 
spricht also (1) = 2 und 
3.25 — 4.21% —6 26 
PO) garni 
Ebenso würde man für jeden anderen numerischen Werth von 
x die zugehörigen Zahlwerthevon @(x) und 9’(x) aufsuchen können. 
Als zweites Beispiel betrachten wir die Gleichung: 
4y? — 3y + sinz = 0. 
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Hier ist 

en N _ c08%, 2 N _ 12y? — 3, 
mithin 
dy __ 008% 
dz 3A —4Ay) 

Der vorliegende Fall gestattet eine Probe. Eine Wurzel der ' 
obigen Gleichung ist nämlich y = sin ix, wie man mittelst der 
goniometrischen Formel: 

A sin? A — 3sin A + sn3 A = 0 
leicht finden wird. Es müsste also 


C08 __ d(sin!z) 
3(1 — 4smle) de 


sein, und dies bestätigt sich, wenn man die bekannte Formel 
- cs3 A= cosA(l — 4sin? A) 
für A=!% anwendet und andererseits sin 12 auf gewöhnliche 
Weise differenzirt. 
I. Bei Functionen von drei und mehr Variabelen gestaltet sich die 
Sache ganz ähnlich. Besteht z. B. zwischen den drei Variabelen x, 
y, 2 die Bedingungsgleichung 


6) F(x,y, 2) =0 oder kürzer F= 0, 

so würde durch Reduction auf 2 ein Resultat von der Form 

7) 2 = Ye, y) 

zum Vorschein kommen, und dann hätte es keine Schwierigkeit, die 
“"partiellen Differentialquotienten 2 und En direct zu entwickeln. 


Ohne jene Reductien vorzunehmen, kann man aber auch folgender- 
masassen verfahren. Nach Nro. 9) des vorigen Paragraphen ist für 
u 0 

0=F!.de+F}.dy+ F.ds 


oder 
oF 


0= 3% —dz + RE + = as; 
weil ferner eg von x und y ahnen, so hat man auch nach Nro. 7) 
in $. 9 . 
| 08 08 
de = d2 ds + a ° 


mithin, wenn dieser Werth in die vorige Gleichung substituirt und 
mit dx dividirt wird, 
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or 22) oF Os\ day 
tut wre 2u) 2 
Da x und y von einander unabhängig sind, so hängt auch dy 


nicht von dx ab, folglich ist - ein Quotient, dessen Zähler und 
Nenner ganz beliebige (nur gegen die Null convergirende) Grössen 
sind, und der ebendesshalb jeden beliebigen Werth haben kann; in 
der That würde es frei stehen, dy — qd«x zu setzen, wo q irgend 
eine willkürliche Grösse bezeichnet. Unter diesen Umständen ist 
die vorige Gleichung so lange unmöglich, als nicht der Inhalt jeder 


Parenthese für sich = 0 ist; dies giebt 


0 = 


oF or 

„  H__®, u__& 
ze or ’ oy oF 

ds °s 


Zu dem nämlichen Resultate gelangt nıan viel kürzer durch fol- 
gende Ueberlegung. Wenn = gesucht wird, so gilt y als Constante 
und daher kann für diesen Zweck die Gleichung F=- 0 so ange- 
sehen werden, als enthielte sie nur die unabhängige Variabele & und 
die abhängige Variabele 2; es ist alet 

OF 


und hieraus erhält man die erste a Formeln in Nro. 8). Die zweite 
Formel findet sich durch die analoge Bemerkung, dass bei der Ent- 


wickelung von n keine Rücksicht auf & zu nehmen ist, 
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Mehrfache Differentiationen. 


8. 11. 
Grundbegriffe und Bezeichnungen. 


Da im Allgemeinen der Differentialquotient einer Function 
y=S/(@) 
wiederum eine Function von x ist, so kann die Operation des Diffe- 
renzirens auch auf diese neue Function angewendet werden und dann 
entsteht der Differentialquotient des Differentialquotienten, der sogen. 
zweite Differentialquotient. Durch Wiederholung dieses Verfahrens 
gelangt man zum dritten, vierten u. s. w. Differentialquotienten. So 


erhält man 2. B. von 22V x als ersten Differentialquotienten: 











223 

ade) _ A Vz 
als zweiten: 

d (3) _ 1,—!1 __ 1 

a NT TgVr' 
als dritten: 
_ı 
ae °) -) = 12-3 = . usw 
‘ azVz 


dz 

Wie man sieht, hat eine solche successive Entwickelung der 

Differentialquotienten höherer Ordnungen nicht die mindeste Schwie- 

rigkeit, und eg bedarf daher nur noch einiger Worte über die rich- 
tige Bezeichnung derselben. 

Da schon früher der Differentialquotient oder die derivirte Funo- 

tion von f(x) mit f’(x) bezeichnet wurde, so liegt es nahe, für die 
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weiteren Differentialguotienten oder derivirten Functionen von f(x) 
die Symbole f” (x), f""(x) ete. zu benutzen; hiernach ist 


1) a —f'(a), 2. @ —f"(@e), Tg — f"!(z) ws. w. 
nberhaupt allgemein, wenn n eine ganze Soniire Zahl bedeutet, 
9) af =D) _ m 

7 S" (@), 


wobei f(x) für f(x) zu rechnen ist. 
Eine ganz ähnliche Bezeichnung wird auch in Beziehung auf y 
gebraucht; man setzt dann 


3). ay _ ' ay’ „ dy” m 


mithin ist 

vwo—=foß) 
das symbolisch ausgedrückte Resultat einer » maligen Differentiation 
der Gleichung 1). 

Nicht selten bezeichnet man einen Differentialquotienten durch 

ein vorgesetztes D z. B. 

D(x!) = 32%, Dsinz — c08%; 
die successiven Differentialquotienten von y müssen dann folgender- 
maassen geschrieben werden: 

Dy,DDy,DDDy u. s w. 

Da jedoch ein vielmaliges Hinsetzen von D weder bequem noch 
übersichtlich ist, so hat man sogen. Wiederholungsindices eingeführt 
und schreibt 

Dy, D’y, D’yu s. w., 
also allgemein 
D*y = Drf(x). 

Es bedarf wohl kaum der Erinnerung, dass hier n keinen Po- 
tenzexponenten von D, sondern nur die nmalıge Anwendung der 
Operation D (der Differentiation) bedeuten soll. | 

Die zwar umständlichste aber consequenteste Bezeichnung er- 
giebt sich, wenn man in Nr. 3) jede Gleichung in die nächstfolgende 
substituirt. So ıst zuvörderst 





dx 
doch lässt sich dies noch abkürzen. Unter der Voraussetzung näm- 
lich, dass x die unabhängige Variabele ist, bedeutet dx einen gegen 
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die Null convergirenden, im Uebrigen aber willkührlichen Zuwachs 
des x, den man z. B. dadurch bilden kann, dass man Ix —= — 
setzt und ® das Gebiet der natürlichen Zahlen durchlaufen lässt. 
Ebendesswegen ist dx nicht von x abhängig, sondern constant in 
Beziehung auf r, wie es sich sonst auch ändern möge. Dagegen ist 
dy kein willkührlicher Zuwachs des y, sondern von x abhängig 
[dy = f’(x).. dx], mithin besitzt der Bruch Y einen variabelen 
Zähler, aber einen im obigen Sinne constanten Nenner und folglich 
ist nun 
tt — day . 
dz.dx 
Im Zähler benutzt man zur Abkürzung den Wiederholungsindex, 
im Nenner ist dx. dx das Quadrat von dx, wofür man (dx)? oder 
kürzer dx? zu schreiben pflegt; demnach hat man 
—_@ ey 
„ 
A 7 
Auf gleiche Weise ergiebt sich 





F ee) 
m _ Na) ___ day _Ay 
de  dae.de da 
Für den nten Differentialquotienten von y= f(x) gelten also 


folgende Bezeichnungen 





Fr =Dy =y" 
= aa =Df)=/"(), 


wovon man in jedem einzelnen Falle die gerade bequemste wählt. 
In dem Vorigen gilt der nte Differentialquotient immer als das 

Resultat von » nach einander ausgeführten Differentiationen, und dem 

entsprechend haben wir bis jetzt keine andere Definition desselben 


als 
n„—1ı n—|1 

D*ry—=.D(D*- Ig)oderf® (a)—= Li „LeDet IN Iere), 
man kann aber fragen, nach welchem Gesetze f®"(x) mit der 
ursprünglichen Function f(x) zusammenhängt, oder welche Opera- 
tionen mit f(x) vorgenommen werden müssen, wenn man daraus 
sofort /(®(x) herleiten will, ohne die zwischenliegenden Functionen 
I) ,F"(),...f*—»(z) zu berechnen. Da f’(x) der Grenz- 
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werth des ersten Differenzenquotienten ist, so lässt sich vermuthen, 
dass /®(x) der Grenzwerth des nten Differenzenquotienten sein 
werde; dies wollen wir genauer untersuchen. 

Bezeichnen wir 1x kurz mit h, so ist der erste Differenzen- 
quotient von f(x) 


4) If) _ Seth -IS. 
Is h ’ 


daraus erhalten wir den zweiten Differenzenguotienten, wenn wir 
rechter Hand x um h wachsen lassen, von dem so gebildeten Aus- 
drucke den ungeänderten Bruch abziehen und den Rest durch 1x 
—— h dividiren; es ist also 


„2s@ Jet+2n -/e+n _SC+M-f@ 
Az h. h 





Az h 


oder kürzer 


2 fe) _ SC+2N—2f@+M+/@ 


5) 423 1% 


Durch die nämlichen Operationen gelangt man zu dem dritten 
Differenzenquotienten 


6) 13 f(x) _S@+3h)—3f@+2M)+3 fe +M—-f@) 
1x3 h? ’ 


und indem man auf diese Weise fortgeht, bemerkt man leicht, dass 
der nte Differenzenquotient unter folgender Form enthalten ist 


u 
_ f@+tnh)—Gf@+rZin +Gf@+R—2N—.tf@) 
. hr ’ 


worin O1, Cs, CO, ete. gewisse Zahlencoefficienten bedeuten. Diese 
hängen zwar von %, nicht aber von der speciellen Natur der Func- 
tion f(x) ab, sie lassen sich daher bestimmen, wenn. man f(x) so 
wählt, dass der nte Differenaenquotient von f(x) unmittelbar, d. h. 
ohne Anwendung der Formel 7) entwickelt werden kann. Die pas- 
sendste Wahl dieser Art ist /(x) = a*; man hat dann 
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dar ar— 1 
= a”? 
Ax h 
ar — 1 ar — 1 
+R _— 
Ita: u a?! rn a? Pr os (@ RE ) 
Az h u h 


Ara: (« — 1 . 
— a* PER 
Iz” h ) 
mithin aus Formel 7) nachdem man 1x" gegen h*, und beiderseits 
a” gestrichen hat, 
(ad — 1) = ar — Garda ıL Saw -»Dı —_...+1 
Diese Gleichung zeigt, dass die Üoefficienten C,, Cs, Cs ete 
mit den Binomialcoefficienten (r), , (")s , (%)s etc. identisch sind; die 
allgemeine Formel 7) lautet daher 
A f(e) 
1x” 


hr 


8) 








Um nun zu entscheiden, welchen Grenzen sich die in 5), 6) und 
8) verzeichneten Ausdrücke nähern, falls /x —= h gegen die Null 
convergirt, setzen wir für den Augenblick 


und erhalten 
eg _ plz + 2 — po.) —=gp@)+e, 


wo go gleichzeitig mit A die Null zur Grenze hat. Aus der vorher- 
gehenden Gleichung ergiebt sich 


op’ (x) = JerN Zi, 
mithin ist nun 
2/@) _ f@+ ne fo ı _ EuD. + 
dA@ e 


und durch Uebergang zur Bronze 


9) Zn 2IO II) _ zug 


Setzen wir ferner 


Set MM -ISCHNHSE _., 
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so haben wir 
43 — 
Bein, _ ICH ” u) _ v@d)+te 
„fern ze drin he 


2 f' 
OL, 


durch Uebergang zur Grenze wird hieraus, wenn man von der Glei- 

chung 9) in der Weise Gebrauch macht, dass man f’ für / schreibt, 
„I? fl) _ df"(&) gm 

Lim De I =f"(e). 


Der weitere Fortgang dieser Schlüsse ist leicht zu übersehen 
und führt zu der allgemeinen Formel 


10) 


11) Lim ei) = /® (x), 


womit die aufgestellte Vermuthung ihre Bestätigung findet. 


Auch in diesen successiven Differentiationen kann, wenigstens 
bis zu gewisser Ordnung, ein geometrischer Sinn liegen. Denken 
wir uns z.B. f(x) als die über der Abscisse & stehende Fläche einer 
ebenen Curve, so ist f’(x) die zur Abscisse x gehörende Ordinate, 
und f”(x) die trigonometrische Tangente des entsprechenden Be- 
rührungswinkels. Hiernach lässt sich das anfangs erwähnte Beispiel 
leicht interpretiren, und zwar gelten die erwähnten Beziehungen für 
eine Parabel, deren Parameter = 1 ist. 


8. 12. 


Höhere Differentialquotienten der einfachsten Functionen. 


I. Durch fortgesetzte Anwendung der für die Potenz gelten- 
den Differentiationsregel findet man sehr leicht 


D («) = p ar!, 
D!(2#) = u (pe — 1) 28°, 
Da)=uW— )w— ar}, 

und überhaupt, wenn %» eine ganze positive Zahl bezeichnet, 


) DaN)=Ru—-)a—2...u—In— 1) at" 
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Auf gleiche Weise kann die Differentiation der allgemeineren 
Potenz (a + bxr)“ ausgeführt werden; das Resultat lautet 
2) Dr(a+ba)P—u(u—1)(u—2)...(u[n—1)dr(a+ba)e—". 

Ist # eine ganze positive Zahl, so wird der ute Differentialquo- 
tient constant, mithin haben alle folgenden Differentialguotienten den 
gemeinschaftlichen Werth Null. 

Für a = — 1 und für u = — } ergeben sich aus Nr. 2) die 
häufig vorkommenden specielleren Formeln 


3) » _1__-CUr1.2.3...n.b 


a+bz a +bar +1 ’ 
4) D* 1 _(-2"1.3.5...2n—1)b* 


Vatbz 2r(a+ba)r Va+bz 
II. Bezeichnet M den Modulus des Systems, worin logx ge- 
nommen wird, so hat man 


M 
Digyz = z 


mithin durch beiderseitige (rn — 1)malıge Differentiation 
D*rlogxz = MDr-! — 
Der Werth des rechts stehenden Differentialquotienten lässt sich 
aus Nr. 3) ableiten, wenn man a —=0,b=1lunds —1 für n 
setzt; man erhält 


— 18 — 1 — 
5) Drigs = m ZU 1-2. m 1) 1) ut y, 
Auf gleiche Weise gelangt man zu der allgemeineren Formel 
n (271.2... — 1)b* 
6) Dig +) =M (@ + bay 


II. Sehr einfach gestaltet sich die successive Differentiation 
der Exponentialgrösse; es ist nämlich 

Da’ = a*la, D’a* = a* (la)? , D? a* = a? (la)!,... 
daher allgemein 


7) D* a* —= a* (la)*. 
Für a — ef, woraus la — ß folgt, hat man 
8) . Dr ef= — Br eP*, 


IV. In Beziehung auf den Sinus gelten folgende unmittelbar 
verständliche Gleichungen 
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Duas—=+osz=sn(la +2), 
Done — — sine =8sn (ir + 2), 


D’sinz = — oe —=sin(} x + 7), 
Disnz = + sn =sin(4x= + 2) 
u. 8. W. 
die allgemeine Formel lautet demgemäss 
9) Dronz—= in (* = +2). 


V. Für den Cosinus gilt eine sehr ähnliche Rechnung, aus der 
man findet 


10) Dr cz = c08 (z + 2)- 


Weit verwickelter gestalten sich die höheren Differentialquotien- 
ten von secz, tanz, cscz, cotx, arcsinz und arclanz; bevor wir 
etwas Genaueres darüber angeben können, müssen wir erst die Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter Functionen untersuchen. 


8. 13. 


Die höheren Differentialquotienten zusammengesetzter 
Functionen. 


L Sind « und » Fuunctionen der unabhängigen Variabelen x, 

ferner a und b constante Grössen, so hat man nach $. 6, Nr. 3) 
D(au +bv)=aDu +bDp; 

hieraus folgt, wenn beiderseits weiter differenzirt wird, 
D?:(au +bv) = a D’u + b Div, 
D!(au + bv) = a D’u + bDiv, 

und allgemein 

1) D*r(au +bv)=aD"ru-+b D*v. 


Nach dieser Regel ist z. B. der Ausdruck sehr leicht 





1— 2? 
su differenziren, wenn man die identische Gleichung 


1 =;| 1 1 | 

1— 227? i-: T1rz 
beachtet; mit Hülfe von Formel 3) des vorigen Paragraphen erhält 
man nämlich 
m _1__ _ 1 (— 1)" El. 
D aertrn)g rt 
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I. Die Regel für die Differentiation eines Productes aus zwei 
veränderlichen Factoren liefert, melırmals nach einander angewendet, 
folgende Gleichungen 

D(uvV) =u.Dv + Du.v 
D?(ur) =u.D?v + 2 Du. Dv + Deu.v 
D?(uv) = u. D?v + 3Du. D?v-+3D!u.Dv + Dru.v. 

Hieraus ersieht man, dass der nte Differentialquotient folgende 
Gestalt besitzen muss 
2) D*(uv)— Ayu.D*rv + A, Du. D* — 194 A,D’u.D* - ’c+--- 

oo... +4A„-ıD"-!u.Dv +A,„Du.v, 
worin Ay, Aı, As, . . A„ gewisse noch unbekannte Zahlencoeffhi- 
cıenten bedeuten, die nıcht von der Natur der Functionen « und v, 
sondern nur von der Anzahl der ausgeführten Differentiationen, d. h. 
von n abhängen. Wählt man demnach % und x im speciellen Falle 
so, dass die beiderseits in Nro. 2) angedeuteten Differentiationen auf 
gewöhnlichem Wege ausführbar sind, so erhält man eine Bedingungs- 
gleichung für jene Coefficienten. Diese Bemerkung dient zur Be- 
stimmung von Ay, Aı, - - - Au. Wir setzen nämlich 

u— ef”, »— e2, mithin ur — el! +Pe, 
woraus für ganze positive p, q und » folgt 
D’u=ßPef® Dvy—=e*, D’a)—(1 + PM)". FM, 
indem wır diese Werthe für die Gleichung 2) benutzen und am Ende 
den beiderseits gemeinschaftlichen Factor ef*e? — e!+P)z weg- 
lassen, gelangen wir zu der Gleichung 
(1 + P)* 
=4+APß+APß? ++ An -ıß" Y + AP". 

Hieraus erkennt man sofort, dass die Coefficienten A,, Aı, As 
ete. die sogenannten Binomialcoefficienten des Exponenten » sind; 
demzufolge gilt für die n-malige Differentiation eines aus zwei va- 
riabelen Factoren bestehenden Productes die Formel 
3) D*(uv) = (nu. D*rv + (n), Du. Dr Ivo 

+ (n), Du. D*"?o + ..... 

Man.kann dafür auch schreiben 
4) D*r{ur)— (n), u v9 + (n) uv'v® -D + (an), uva —Dd +... 
wobei 4 für 4 zu rechnen ist. Die rechte Seite hat die Form des 
binomischen Satzes und man könnte daher symbolisch schreiben, 

Du) = (u +v)®, 
nur muss man sich in diesem Falle erinnern, dass nach geschehener 
Schlömilch, Analysis. I. 5 
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binomischer Entwickelung auf der rechten Seite jeder Potenzexponent 
durch einen gleichhohen Wiederholungsexponenten zu ersetzen ist. 


Beispielweißs sei u — Ir, v —= —; die Formel 3) giebt dann 


nach gehöriger Reduction 

(Ey) Mn, (Aut rn 2] 

>) Gt le-(trrtet, 
814. 


Anwendungen der vorigen allgemeinen Formeln. 


I. Bezeichnet man secx kurz mit v, so ist identisch 
) © coz.v—=l1, 
mithin durch r- n-malige Differentiation, wobei die Formel 4) für 
% — cosx in Anspruch genommen wird, 
(n), cosx.. v9 — (nacosz. vr 2 + (nycor. vr 9 — :.. 
— (n)ı sinz.v® "9 + (n), sinz. va» _—_ (n),sinz.vr Dt... 


= (0; 
hieraus folgt, indem. man v® als Unbekannte ansieht, 
2) vw —[n) om -D — (mo 2 + (moR-9 — ...] tanz 
+ (n)g v® — 2) — (nv -2 + (rn), v* 65) _ 2... 


Da man v9 — gecx und v’— secz . tanx kennt, so dient diese 
Gleichung, wenn der Reihe nach n = 2, 3, 4 etc. genommen wird, 
zur successiven Berechnung von v”, vo” ete. Doch würde es nicht 
leicht sein, auf diesem Wege das allgemeine Bildungsgesetz von v9”) 
zu entdecken. 

1I. Dasselbe Verfahren passt auf die Tangente. Aus v9 — tanz 
folgt nämlich 
3) C08%..v = sinz 
und nach der obigen Methode 


4) 9 — sinGnz + 2) + [(n), vr -D — (Mur dt... ]tanz 


C08 & 
| + (Nav -Dd — (a9 Lem | 
Die Cosecante und die Cotangente liefern ähnliche Formeln, de- : 
ren Entwickelung dem Leser überlassen bleiben möge. 


IIL Setzt man 
6) : U == aresinz, 


allgemeinen Formeln. 67 
so wird 
VL _ , | U’ — ni ; 
Vi— 2 Va —ay' 
statt der letzten Gleichung kann man schreiben 
(1-2) 0" -_ a ——0, 
1 — x? 


oder 
(1—-M)U" U —0. 
Durch n-malige Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich 
nl — DA) UR+D — M)22URrt+D — (mM,2.1Um 
— (nNEUTR+D m .ıUm | 


oder, wenn UW* + ® ala Unbekannte angesehen wird, 


6) va+9 — (2n + 1)2UR+D 1 n2UW 
1 — ı22 


Von U’ und U” ausgehend, erhält man jetzt U”, UV ete., 
indem man der Reihe nach » —= 1, 2, 3 etc. setzt. 

Uebrigens kann man irgend einen höheren Differentialquotienten 
von U = arcsin x auch direct vollständig entwickeln, nur ist dann 
die Formel weniger einfach. Man hat nämlich 

D arcesin® = —ı_ = — . —ı_, 
Vı—ı® Vıtxz Vi-r 

Hier lässt sich, wenn beiderseits n-mal differenzirt wird, rechter 
Hand zuerst die Formel 4) in $. 13 anwenden und nachher jeder 
Differentialquotient von % oder v nach Formel 4) in $.12 entwickeln. 
Nach einigen, von selbst sich darbietenden Reductionen gelangt man 
zu folgender Formel 


7) Dr + ! arcsinz 
_1.3.5...2%»—1) 1 l(a), 1—x 1. sh (12 2) 
rin) Vi—a| 2n—lilte ann 3) l+z 


1.3.5 (n)% (1 
— @n—1)(@n—3)(2n—5) Ira + 
IV. Setzen wir 
8) IV ardmz, 
soist 
V’— 1 er —— edel +9) V =]; 

durch n-malige Differentiation der letzten Gleichung erhalten wir 

5* 
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(nl +2) VRr+tD + mM) 22 Vo + (n,2.19VRr-d—=0, 
oder 
_ 2nzV" + nn — 1) V®- > 


9) yvr+tDd— itz 
Für n = 1, 2, 3 etc. ergeben sich hieraus die successiven Dif- 
ferentialquotienten F”, V"”’ u. s. w. 
Auch hier kann V® — Drarctan x noch auf andere Weise 
direct entwickelt werden. Da nämlich aus Nro. 8) 
x —=tanV, ar — cos?V 
folgt, so lässt sich der erste Differentialquotient ın der Form 
10) DV — cos? V | 
darstellen ; der Differentialquotient hiervon ist 
D?V —= 2cosV.. DcosV = — 2cosVsinV.DV 
oder, wenn statt DV wieder sein voriger Werth gesetzt wird, 
D’V = — 2c008?VsinV = — cos?V sin2V. 
Eine fernere Differentiation giebt 
D®V —= — 2(cos? V cos2V — cosV sinV sin2V) DV 
— — 2cos?V (cosV cos2V — sinV sin2V) 
— — 2cos?V cos3V; 


differenzirt man von Neuem, so folgt 
D!V = + 2..3(cos?®V sin3V + cos?VsinV cos3 V) DV 
—= + 2.3costV (cos V sin3 V + sinV.cos3V) 
— + 2.3costV sin4V, 


D’:V= + 2.3.4(cos!VcosaY — cos?V sinV sin4V) DV 
= +2.3.4c055V(cosV cosAV — sinVsin4V) 
—= +2.3.4c0s5 Vecos5 V. 
Den weiteren Gang dieser sehr einförmigen Rechnung übersieht 
man leicht; es ist daher 
11) D®*+V —= (— 1) 1.2.3...(2k — 1) cos?* Vsin2kV, 
12) D’t+!Y = (—1)#1.2.3...... (2%k)cos?* +t1Y cos(2k + 1)V. 
Beide Formeln lassen sich in eine einzige zusammenziehen, und 
man vermeidet damit die Unbequemlichkeit, bei der Angabe von 
D* V die Fälle eines geraden und eines ungeraden n unterscheiden 
zu müssen. Setzt man nämlich 


W == arctan I ; 
& 
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so ist V’= 4x — W, mithin 
sin2kV = sin(kn — 2kW) = (— 1) +!sin2kW, 


cos(2k-+1)V —=.cos ( k a 1 x—(2%k-+1) W)=(-1)tsin@k+ 1)W, 


und die Formeln 11) und 12) werden jetzt 
D’VY=—1.2...(2k— 1)sin?EW sin2kW, 
D*+1V—= +1.2....(2k) sin’t+!Wsin(2k +1)W, 
d. ı überhaupt 
D"V = (— 1)"-11.2.3...(n — V)sin" W sinnW. 
Setzt man endlich die Werthe von V und W wieder ein, indem 
man berücksichtigt, dass 


sinW —= 





1 
== 008 ’vr= — 
VYi+z + 22 
ist, so gelangt man zu folgender F'ormel 


13) D" nm HI 2:0 od sin (n aretan 2) 
V(1 + 29r z 
Allgemeinere Untersuchungen über die höheren Differentialquo- 
tienten zusammengesetzter Functionen und einige damit verwandte 
Probleme werden wir ım zweiten Bande mittheilen. 


8. 15. 


Successive Differentiation der Funotionen mehrerer 
Variabelen., 


- Die wiederholte Differentiation einer Function mehrerer unabhän- 
giger Varıabelen kann entweder partiell in Beziehung auf die eine 
oder andere Variabele geschehen, oder total in Beziehung auf alle 
Variabelen zugleich; die Untersuchung trennt sich daher wie früher 
($. 9) in zwei Theile. 

L Wird eine Function 
1) e=f(a, y) 
zuerst partiell in Beziehung auf x, und der entstandene Differential- 
‘ quotient partiell nach % differenzirt, so entsteht der zweite Differen- - 
tialquotient 


„08 PRZACZE))) 
x 9a 





0Y oy 
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welchen man kürzer mit 
Os __O:fla,y) 
Oy0z 0y0s 


D,D,e = D,D.f(&,9) 
bezeichnet; durch die Stellung von 0% und 02 oder von D, und D, 
giebt man gleichzeitig die Reihenfolge der Differentationen zu er- 
kennen, wobei immer von rechts nach links zu lesen ist. Dem ent- 
sprechend bedeutet 
3 2f(2 

— 35 — ae oder D,D,s = D,D,f(z,9), 
dass die Gleichung 1) zuerst partiell in Beziehung auf y, und das 
erhaltene Resultat partiell nach z differenzirt worden ist. 

Bei der Ausrechnung beliebig gewählter Specialfälle bemerkt 
man, dass D,D,e = D,D, #8 ist; es entsteht daher die Frage, ob 
diese Gleichung. allgemein und unter welchen Bedingungen sie gilt. 
Hierüber lässt sich auf folgende Weise entscheiden, wobei zur Ab- 
kürzung sein möge 


oder auch mit 








Zuen, — p(z, y), u — Y%la,y), 
2) 
02f(z, p 
0 en 9 (2,Y), en vay) 


Wir betrachten zuerst den Ausdruck 
S@ + Any) - Say) 

als Function von y allein und bilden die Differenz desselben, indem 
wir y + IYy an die Stelle von g treten lassen und den geänderten 
Ausdruck um den ungeänderten Ausdruck vermindern. Auf die so 
entstehende Differenz 
Sa + Iuy+ Ay) -Sayt+ Sy) —- Ye +Iay) - Say) 
ist nun die Formel 2) in $. 8 anwendbar, welcher wir für diesen 
Zweck die folgende Gestalt geben 

Fy+ Ay) —- F)o=4Ay.F(y+x4Ay,0<a<i; 
wir erhalten hier, wo F(y) = f(x + Ixz,y) — f(x,y) mithin 


F() = en) —_ or = Ylz + Ay) — Yla,y) 


zu setzen ist, 


S«@ + Any + I) — Say + 29) — fe + Iay) + /ay) 
= Aylv(e + Iuy + nIy) — vay + xrIY)) 
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Der auf der rechten Seite in Klammern stehende Ausdruck ist ganz 
ebenso gebildet wie die Differenz Y(z + Ax,b) — Y(z,b) wenn 
man sich b als constant und zwar = y + %fy denkt. Durch An- 
wendung des schon vorhin benutzten Satzes oder 


dl + Ind) — Yla,b) = As.YV (a + Ib), O<A<I, 
folgt nun aus dem unmittelbar Vorhergehenden 
„,, (etfmytaN ZIay ray) - FardnN)+/@H 
.  dady | 
—= Ve + Ada,y + andy). 


“Betrachtet man zweitens den Ausdruck 


Sa,y + 4y) — f(a,9y) 

als Function von x und bildet die Differenz desselben in Beziehung 
auf x, so entsteht 
Sa@+4%y+ Ay) Far day) - Uay+ I) - Say) 
hier lässt sich der Satz 

F(& + Ix) — F(e) = J2.F(z + uf), 0<u<1T, 
anwenden wenn man F(x) = f(z,y + Iy) — f(xz,y) mithin 

0 %, 4A 0 %, 
F(«) = Fey rt IN) _ em) = p(&y + Iy) — Play) 
setzt; dies giebt 
Sa +Iay + I) — fe + Iuy) - Say + Ay) + fay) 
= Ia[pl@ + uIay + IYy) - ya + uIuy). 
Der eingeklammerte Ausdruck ist ebenso gebildet wie die Differenz 
@(a,y + Ay) — 9(a,y) wenn man sich a constant = x + ufx 
gesetzt denkt; wegen 
p(ay + Iy) — play) = Ay.play + vAy),0<v<L. 
folgt nun 
., Jetdmya) -SC+AnN) -Iwy tan t SEN. 
IxdAy 
=pk@tudsytrdy. 

Die linken Seiten der Gleichungen 3) und 4) sind identisch, mithin 
ist auch 

Ve + AIsytrdy)—=gple + uday + vAy) 
Lässt man die bisher willkührlichen Zunahmen x und Sy gegen 
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die Null convergiren, so erhält man 

v(ay) = Pay) 
d. h. vermöge der Bedeutungen von %’(z,y) und 9’ (x,3) 


of@Y) _ PICY), 


5 O20y Dyoa 


Damit ist der fragliche Satz bewiesen jedoch nur unter bestimmten 
Voraussetzungen. Die mehrfach benutzte Formel 


Fu +h) — Fu) = IF + 9, Oo<I<I1T 


gilt nämlich nur dann, wenn F(w) überhaupt einen Differential- 
quotienten F’(w) besitzt und wenn F(w) und F’(w) endlich und 
stetig bleiben, während % bis auf u + h anwächst. Im vorliegenden 
Falle folgt hieraus, dass © und % keine solchen Werthe erhalten 
dürfen, für welche die eine oder andere der Functionen 


ey) oflz,y) Oflz,y) 02fl,Y) 
9’ oy °’ dnoy' 


die Existenz der drei letzten vorausgesetzt, unendlich oder disconti- 
nuirlich wird. 
Fig. 18. Man kann diesem Theoreme 
eine sehr anschauliche Seite ab- 
z| ‚ gewinnen, wenn man sich 2 als 
| das Volumen denkt, welches 
unterhalb von einem beliebi- 
gen Rechtecke aus den Seiten 
OL=zund OM=y(Fig.13), 
seitwärts von den vier auf OL, 
LN, NM, MO errichteten 
Verticalebenen, und oberhalb 
durch irgend eine Fläche be- 
grenzt wird; es ist dann in 
der That # eine Function von 
% und Y, und man hat nach 


8.1: 


8 a 
3,7 Fläche LNWU 


0%: O(LNWD) 
oyo2 oy 





= NW, 
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S 


andererseits 
9% _ Fläche MNWV 
0Y 
0? 2 _d (MNWV) _ 
020y x =NW, 


was mit dem Vorigen übereinstimmt. 

Sind irgend wieviel Differentiationen in Beziehung auf irgend 
wieviele Varıabele auszuführen, so lassen sich nach dem Vorigen 
immer je zwei Differentiationen vertauschen; auf diese Weise kann 
man jede beliebige Anordnung der Differentistionen herbeiführen, 
ohne dass das Resultat eine Aenderung erleidet. 


II. Mittelst des Vorigen lassen sich die höheren totalen Dif- 
ferentiale einer Function leicht entwickeln; man hat nämlich zunächst 
bei zwei Variabelen 

08 
6 . — pr 
) de = Ey dx +2 „id Y 


und unter Anwendung desselben Satzes. 


iin, ) „2 ie) 


dig 777 dy 
0 |\<— 2) „&o ), 
+ _Noy 7 dz 
0% 
dies ist soviel als 
0° 2 028 
1 — — de + —__ 
de — az 9% "2 93 dy dx 
pr 9 
+ RE ERr da dy +2 FL, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichung 5) 
0?2 02 3 
14 — — pr 2 
7) dig — 323 ; 422 +2 9007 dady+ ° as 
Durch Wiederholung desselben Verfahrens findet ich 
8) - ae = IE dns +3 dandy 
023 022 0y 


0° 8 
+3 29% day + 7 = day? 


und wenn man beachtet, dass die hier vorkommenden Zahlencoeffi- 
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cienten durch dieselbe successive Addition wie in $. 13, II. entstehen, 
so erkennt man als allgemeines Gesetz: 


or ur | 
9), ds — (n)o a da" + (n)ı ae 19y de" -Idy 


0" 
+ ag de räyt he 


Kürzer schreibt man dafür in Ben Form 
10) dre = (= dz + — 2)" Or2. 


Bei drei Varıabelen, wenn z. B. « eine Function von z, y und z 
bedeutet, erhält man auf gleiche Weise: 


” — 
11) mit dy + 7; de "ann, 
und man übersieht auf der Stelle, wie sich die Sache bei mehreren 
Variabelen gestaltet. 
8. 16. 
Höhere Differentialquotienten unentwickelter Funotionen. 


Aus den Betrachtungen des $. 10 wissen wir, dass eine Glei- 
chung von der Form 


1) /«&,)=0oderf=0 
durch Differentiation die folgende giebt: 

Ds nr .u_ 
2) +77 


wobei x die unabhängies Variabsl bedeutet und y als unentwickelte 
Function von x angesehen wird. Um nun die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zu erhalten, bezeichnen wir die linke Seite der 
Gleichung 2) für den Augenblick mit f(x, y) oder noch kürzer mit 
fı; es ist dann unter Anwendung derselben Regel 


oh, A, _gG 
9) 0x IT: Fe 


andererseits hat man aber vermöge der Bedeutung von fı 
AT, UT, Ef. 
0% dm T ay dar " Ox0y de 


of _ @f a.) ®f, u, 
04 0y02 ' Qy  0y Op de. 
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Hierbei ist zu bemerken, dass y nur von x abhängt, dass also auch 
d leo. . . 

Fr nur x enthält, mithin eine Function von x alleın [nach der frü- 
heren Bezeichnung $’(x)] und constant in Beziehung auf y ist; man 


hat daher 


% 


(3 


0% 
und wenn man die drei letzten Gleichungen in Nro. 3) einführt, so 
ee sich die gesuchte 8 zweiter Ordnung: 


of af day, @f (2 ) of .ay_ 
2) 022 +2 0204 ds r Oy2 \d ar 0 da 
Nach demselben Verfahren kann die Differentialgleichung drit- 


ter Ordnung aufgestellt werden; sie ist, wenn /3 die linke Seite der 
vorigen Gleichung bezeichnet: 


5) on 2 


—=0 








of , U __ 
r dy de 
Bei wirklicher Buerickelune der angedeuteten partiellen Diffe- 
rentialquotienten findet sich: 





On_E Im, , 0 a 
0x 0x3 AR ds 020y da: 
4 (A ol. u. 
nn. 2 dyi dz da? 
of ‚ay of Ay 
+ Oy das + 020y da? 
Of _ EI, 9 © ‚a 
oO 92209y 0x0y? de 
+ ay”, af @y 


ray dz + oy2 da 
Durch Substitution in Nro. 5) giebt dies bei Vereinigung aller 
gleichartigen Grössen: 


02 f Of o2f Er of (ay\? 
‚9 amt 3 9m dy + Sg oy? \dx ray dx. 
af af dy d2y 
+3 0x 9y ER Tlärräerr; 
KA 
+ oy da? 


Man übersieht leicht, wie sich mittelst dieses Verfahrens, was 
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freilich immer längere Rechnungen erfordert, die höheren Differen- 
tialgleichungen der gegebenen Gleichung entwickeln lassen; aus ih- 
nen lassen sich dann auch die Differentialquotienten der Function 
y von & herleiten; denn es folgt jetzt aus Nro. 2): 


K22 
dy ox 
7 — m 
dı of 
oy 


wie schon bekannt ist; ferner aus Nro. 4): 


Bf, ,,@/ du | 2 (an) 
8) ey __ 0m o0z0y dz Oy? \dx 
da? of 
0% 
und hier kann man den vorhergefundenen Werth von Er einsetzen; 
8 
die Gleichung 6) führt dann weiter zur Kenntniss von I u. 8 f. 


Auch bei Functionen melırerer Variabelen bleibt das Verfahren 
ganz dasselbe, man unterlässt es jedoch, allgemeine Formeln aufzu- 
stellen, weil diese sehr verwickelt werden würden, und zieht es da- 
gegen vor, in jedem gegebenen besonderen Falle die nöthige specielle 
Rechnung auszuführen. 


817. 
Vertauschung der unabhängigen Variabelen, 


Bezeichnet x die unabhängige Variabele, in Beziehung auf welche 
ein- oder mehrmal differenzirt wird, so ist nach den Prinzipien der 
Differentialrechnung dx ein dem x willkürlich ertheilter und auf 
irgend eine Weise gegen die Null convergirender Zuwachs, und es ist 
mithin dx unabhängig von x; anders verhält es sich mit dem Diffe- 
rentiale dy der abhängigen Variabele y, denn für y = f(x) ist 
dy=f'(x). dx, und hier bildet dy eine Function von x, weil es 
aus zwei Factoren besteht, deren erster x enthält. Nach dieser Be- 
merkung folgt bei zweiter Differentiation, indem dx als constanter 
Factor gilt, dy = df’(x). de = f"(an)de.dz = f" (x) dx? über- 
einstimmend mit den Früheren, und ebenso würden für die ferneren 
Differentiationen d x?, dx? etc. als Constanten anzusehen sein. Es kann 
nun im Verlaufe einer analytischen Untersuchung nöthig werden, dem 





— | Sm „ GE der eu 
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x den Charakter der unabhängigen Veränderlichkeit abzunehmen und 
ihn auf eine andere, entweder bereits vorhandene oder erst neu ein- 
zuführende Variabele zu übertragen; so z. B. könnte es bei der Un- 
tersuchung einer Curve, deren Abscissen x und deren Ordinaten y 
heissen, erforderlich sein, nicht die Abscisse, sondern die Ordinate 
als unabhängige Variabele anzusehen, oder man könnte ın den Fall 
kommen, die Coordinaten einer durch stetige Bewegung entstandenen 
Curve als Functionen der Zeit betrachten zu müssen, welche während 
der Bewegung verfliesst, wie dies namentlich in der Mechanik häufig 
geschieht. Schärfer aufgefasst ist jetzt die Frage, was man an 
die Stelle der Differentialquotienten 
dy dy d’y 
de’ da” da’ 
zu setzen habe, wenn x nicht mehr als unabhängige Variabele, son- 
dern als Function einer anderweiten unabhängigen Veränderlichen t 
angesehen wird, wodurch nun auch % ın letzter Instanz eine Function 
von t geworden ist. 
Beachtet man, dass % von x und x von £ abhängt, also %y eine 
zusammengesetzte Function bildet, so hat man nach den Lehren des 


8. 6.: 


und: man erhält hieraus 


dy 
dy dt 

) a u 
dt 


Indem man beiderseits in Beziehung auf die unabhängige Varia- 
bele t differenzirt, wo nun dt constant ist, dx und dy dagegen von 
t abhängen, findet man links 


a a 4 


Ta — dt "dar dt 
und rechter Hand nach der Rasa für die Differentiation der Quo- 
tienten 
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Stellt man beide Ausdrücke in eine Gleichung, so ergiebt sich 


. d’y 
durch Reduction auf — 
dx? 


m — 0 me Ti tum Gm 


” or 7 u 


at 
Durch Wiederholung der Differentiation in Beziehung auf t fin- 
det man auf gleiche Weise 


d’y 
ey _ de 2a dy, ,4 ze _ 48 dy ‚er 
dt/ di? di di? di at \at2 dt di dß 


(2) 
at 
Wie man auf diese Weise weitergehen kann, ist unmittelbar klar; 


allgemeine Formeln würden wegen der grossen Complication der Aus- 
drücke von keinem Nutzen sein. 


Nehmen wir beispielsweise ? — y, womit gesagt ist, dass nun- 
mehr % als unabhängige Variabele gelten oder die Gleichung y= f(x) 
umgekehrt werden soll [x = F'(y)], so ıst 





day 1 
u de de 
dy 
d?x 
d2y ay? 
) de =) 
dy 
2) de ‚ae 
dx? — ds 5 
dy 
u. B W. 


Dasselbe Verfahren passt auch auf den Fall, wenn mehrere un- 
abhängige Variabelen vorhanden’sind, nur werden die Formeln noch 
etwas verwickelter. Man zieht es daher vor, die Rechnung erst’ in 
den gerade vorkommenden speciellen Fällen auszuführen, wie man 
dies später sehen wird. 
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8. 18. 


Zusammenhang zwischen einer Function und ihren succes- 
siven Differentialquotienten. 


Sowie in $. 8 Gleichungen zwischen einer Function und ihrem 
ersten Differentialquotienten abgeleitet wurden, so lassen sich auch all- 
gemeinere Formeln entwickeln, in denen ausser einer gegebenen Func- 
tion noch beliebig viele ihrer Differentialquotienten vorkommen. Man 
gelangt hierzu auf folgendem Wege. 

Analog der Gleichung 
) /$=SFa) +6 —- fa +#Pp —a), O<PF<I, 
ist auch unter den gehörigen Bedingungen | Ä 

FO=FW+(l—af"a+ele—a), 0<eEe<1; 
nimmt man c = a + 9®(b — a), substituirt nachher den Werth von 
f'(c) in die vorhergehende Gleichung und bezeichnet 9 & kurz mit 9, 
so erhält man die neue Formel 
2) Sb) = flo) + —a)f'(a) + 9b — a)?f"(a + 9b —a]). 

Im letzten Summanden kommen zwei positive ächte Brüche ® 
und 9, vor, deren Werthe man nicht näher kennt; um diesen Uebel- 
stand zu vermeiden, suchen wir den Betrag der Summe 

Sa) + — a) f'(a) 
auf anderem Wege zu bestimmen. Zu diesem Zwecke sei 
3) IS +e— DA; 
es ist dann einerseits j 
4) Ya) = fla) +b —- fd, W=I), 
anderergeits durch Differentiation von Nro. 3) 0 
5) = L- DI". 
Hier lässt sich. die bekannte Formel ($. 8, Nro. 8) 


_ b—a , 
p(b) = Pla) + a 9-1Pr@ +Pb — a) 
anwenden, indem man aus Nro. 4) dıe Werthe von @(b) und $ (a) 


und nach Nro. 5) 


ya +Hp -  V)=1l—- N) — a)f"a +0 — — a]) 
substituirt; man gelangt sofort zu der Gleichung 


)O-IW+E- I W + LI" HD), 
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welche genauer als die frühere (2) ist, insofern sie nur den einen po- 
sitiven ächten Bruch 9% enthält. Etwas einfacher wird die Formel 6) 
für 9 —= 2, nämlich 
7) SY =fla) + b— a)f’(a) + 3b —a)?f"(a + 9b —a)). 

Uebrigens gelten diese Resultate nur unter der Voraussetzung, 
dass @(x) und @’(z); mithin auch f(x), f'(x) und f”(x) stetig und 
endlich bleiben von z = abs 2 =b. 

Das soeben benutzte Verfahren lässt sich wieder auf die Formel 
7) anwenden; man hat nämlich 

OS") +(e—a)f"(a+ le —a)), 
mithin wenn 
e—=a+pI0(0b — a), de —(, 
genommen und substituirt wird, 
I) SM = fa) + b—a)f’(a) + 3b — a)?" (a) 
+ 1 0—a)f"(a + 0,[D— a) 

Auch hier kommen zwei unbekannte Brüche () und 0, vor, und 
daher verbessern wir die Formel auf folgende Weise. Es sei 
9) va =) + b- Ad) +30 —-Df’@, 
so haben wir einerseits 
10) Bl) = fl) + —a)f(Ü +3 —a)?f"(a), VW), 
andererseits durch Differentiation von Nro. 9) 

Yv (a) = 3b — 2)", 
va +9B— a)=;(1 — Mb — ad? f"(a +9 —a]). 

Substituiren wir diese erde in die Formel 
— —_ ‚ _ 
1) VO-YW4+ Te Vat+ Ba), 
so gelangen wir augenblicklich zu der Gleichung 


12) /Ö)=f(a) +(b—a)f'(a) + 4(b— a)?f" (a) 
Ba m 
‘+ TEE (a +9[d—a]), 
die sich für p = 3 noch etwas vereinfacht, nämlich 
13) fd) =f(a) + —a)f'(a) + 3(b — a)? f” (a) 
+46 —a)f"(a +9 —a)). 

Dabei müssen (x) und %’(x), mithin auch f(x), S'(&), f(x) 
und /’”(x) endlich und stetig bleiben vnxz =abs 2 =b. 

Um die bisherige Schlussweise ganz allgemein auszuführen, 
setzen wir 
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Yva=/@+ ey CF pr +... 


+ BETEN 
worin f(x) eine gegebene Function, Y% (x) dagegen die unbekannte 
Summe der rechts stehenden Summanden bezeichnet. Einerseits 
ist 

va) =sa + ra + Pr +-- 
BED no 
I () = f(b), 


andererseits durch Differentiation von Nro. 14), wobei sich alle ne- 
gativen Ausdrücke heben, 


18) vo=r2.. no 
a9" 16 a)" = 


V(a+#[—a) = a I a+ Ba), 


und wenn man diese Werthe in die Gleichung 11) einsetzt, so ge- 
langt man zu der Formel 
b—a 


16) SO = ra + era + ar 


.(n — Br 
+ ei ne oa +8 B — a). 


Zur Gültigkeit der vorstehenden Gleichung gehört übrigens die 
Endlichkeit und Continuität der Functionen (x) und Y’(z); dazu 
ist hier, wo %(x) und %’(x) durch die Gleichungen 14) und 15) 
bestimmt werden, erforderlich, dass f(x), f'(@), S"(@),:--®(@) 
endlich und stetig bleiben vn = abs 2 =b. , 


Fürb — a — h nimmt die Formel 16) folgende Gestalt an. 


ın) Sat =sa + 4HIW@ + FW 
10... + TERHeE) f (n-1) (a) 


r a" (a + ®h), 
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und dabei müssen f(x), f’(z), f” (x), . . -. f(x) endlich und conti- 
nuirlich bleiben vnze = abs ze =a -+ |. 

Als Specialisirungen der Zahl 9 empfehlen sich die Werthe p = n 
und p = 1; ım ersten va erhält man 


18) [a+M)=f()+— 2 pa) +7 =" (@) + 


+ pen d(a) + BSR + SR), 


dagegen im zweiten Falle 


19) Sat SW + LH TS Wr 


An — (1 — Sr 
+ if D(a) + 13 Con f"a+on, 

Hier bedeutet ® immer einen positiven ächten Bruch, dessen 
Werth nicht näher bekannt ist. Dieser kann übrigens in den drei letz- 
ten Formeln verschieden sein, denn man sieht an einzelnen Beispie- 
len zu Formel 17) sehr leicht, dass ® gleichzeitig von a, h, n und 
p abhängt und daher bei verschiedenen p im Allgemeinen verschie- 
dene Werthe erhält. 

Eine sehr einfache Anwendung von Formel 18) gewährt die 
Specialisirung 

/@) = logz, 

wobei M den Modulus des logarithmischen Systems bezeichnen möge; 
es ist dann | 


20) ee LT ) + (2) - 


+) +) ]| 


und zwar gilt diese Formel für alle positiven « und h. Setzt man 
für ® das eine Mal die Null, das andere Mal die Einheit, so wird 
der absolute Werth des letzten Summanden im ersten Falle zu gross, 
‘im zweiten zu klein, und man erhält daher zwei Zahlen, zwischen 
denen log(a + h) enthalten ist. 

Auch für Functionen mehrerer Variabelen können ähnliche Glei- 
chungen wie Nro. 17), 18) oder 19) entwickelt werden, doch unter- 
lassen wir dies, da wir ohnehin auf diesen Gegenstand zurückkommen. 





Cap. III. 


Untersuchungen über krumme Linien und Flächen. 


8. 19. 


Der Lauf ebener Curven. 


I. Die erste Frage bei der Betrachtung einer ebenen krummen 
Linie wird sich immer auf deren Steigung oder Fall beziehen, weil 
schon hieraus die Gestalt der Curve mit einiger Sicherheit zu ersehen 
ıst. Soll nun die Curve steigen, so muss die nächstfolgende Ordinate 
grösser als die vorhergehende sein, beim Herabsteigen dagegen ent- 
spricht der grösseren Abscisse eine kleinere Ordinate. Betrachten 
wir daher ' 

zundy=f(x), 
= +42 „ y+4y=fl@+40) 

als Coordinaten zweier benachbarten Punkte, so steigt die Curve, 
wenn bei hinreichend kleinen 1x die Differenz 

Iy=f@ + I) - S@) | 
positiv ist und es bleibt, falls Az noch weiter abnimmt und gegen 
die Null convergirt; dagegen fällt die Curve bei negativ bleibenden 
4Iy. Zufolge der Voraussetzung eines positiven fx kann man auch 
sagen, dass die Curve steigt oder fällt, je nachdem der Differenzen- 
quotient 
a _Se+A)— Se) 
IS IS 
das positive oder negative Vorzeichen behält. Wie in $. 8 nachge- 
wiesen wurde, hat aber der Differenzenquotient bei hinreichend klei- 

r 6* 
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nen Az dasselbe Vorzeichen wie der Differentialquotient; es gilt 
daher der Satz: 

Die Curve, deren Gleichung y = f(x) ist, steigt 
so lange als f’(x) positiv bleibt, sie fällt dagegen so 
lange f’(x) das negative Zeichen behält, | 

Man wird dies geometrisch sogleich bestätigt finden, wenn man 
sich an die Gleichung ) 

y'’ = f’(x) = tanı 

erinnert. Bei positiven f’(x) ist nämlich r positiv und die Tangente 
T_P (Fig. 14) bildet mit der positiven Seite der z-Achse den spitzen 

Fig. 14. und zwar positiven 
Winkel X TP, wobei 
die Drehung von der 
Rechten zur Linken 
als die Drehung im 
positiven Sinne be- 
trachtet wird; un- 
ter diesen Umständen 
steigt die Curve. Dem 
negativen f’ (x) entspricht ein negativer Winkel r=_ZXT,T, wel- 
cher durch die entgegengesetzte Drehung entstanden ist; die Ourve 
fällt don. 

Wenn die derivirte Function f’ (x) ihr Vorzeichen auf die Weise 
ändert, dass sie entweder vom Positiven durch Null hindurch ın’s 
Negative, oder umgekehrt aus dem Negativen durch Null hindurch 
in’s Positive übergeht, so tritt an der Stelle, wo f’(x) = 0 wird, 
entweder der Uebergang von Steigen zu Fallen oder von Fallen zu 
Steigen ein. Derartige Punkte kann man passend Culminations- 
punkte nennen; im ersten Falle ist die Culmination eine obere, 
im zweiten eine untere. An jedem Culminationspunkte wird T 0, 
mithin die Tangente parallel zur Abscissenachse, wie in Fig. 14 an 
dem oberen’ Culminationspunkte C. 


Als Beispiel kann man die Ellipsengleichung 
y= 2 V2ar—ı2 


‚benutzen; der Differentialquotient 
ı—d._ 0-2 _ 
Ta Nas m 
hat für x < a das positive, für x — a das negative Vorzeichen und 
geht an der Stelle x = a aus dem Positiven in’s Negative über. 





n 
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Die Curve besitzt daher an der Stelle x = a,y=b einen oberen 
Culminationspunkt, wie auch geometrisch bekannt ist. 


II. Hat man mittelst der angegebenen Regel gefunden, dass 
eine Curve innerhalb eines gewissen Intervalles steigt oder fällt, so‘ 
bleibt noch die zweite Frage, wie jenes Steigen oder Fallen ge- 
schieht. Eine Curve kann nämlich beim Steigen entweder die erha- 
bene oder die hohle Seite gegen die Abseissenachse kehren (s. Fig. 
15 und 16). Dasselbe gilt auch, wenn die Curve fällt, und es bedarf 
daher eines Unterscheidungszeichens für diese verschiedenen Lagen. 
Ist nun der Bogen PP, convex gegen die Abscissenachse (Fig. 15), 

so heisst dies nichts An- 
deres, als dass er zwi- 
schen seiner Sehne und 
der x-Achse liegt; dage- 
gen ist der Bogen PP, 
concav (Fig. 16), wenn 
umgekehrt dieSehne zwi- 
schen dem Bogen und 
der Abscissenachse durch- 
geht. Schalten wir auf 
der Mitte der Sehne noch 
den Punkt Qein und be- 
zeichnen mit P, denjeni- 
gen Curvenpunkt, wel- 
cher die nämliche Ab- 
scisse wie () besitzt, so 
haben wir bei convexer 
Krümmung 
MQ>MP 
bei concaver Krümmung 
MQ<MPn 
und es ist also die Curve 
convex oder concav gegen die Abscissenachse, je nachdem M,Q— MıP: 
das positive oder negative Vorzeichen hat. Für OM=x, MM, 
— M,M; = JIx und mit Rücksicht darauf, dass M,Q das arithme- 
tische Mittel zwischen MP und Ms; P, darstellt, findet sich 


Fig. 16. 





Ma — MP 
RAU a4 10)= fer2 en tfer2ahfe), 


dieser Ausdruck hat immer dasselbe Vorzeichen wie 
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J@+ 242) — 2f(e + As) + fa) _ fl) 
41x? u: 7, 
und letzterer ist wieder einerlei mit 


’@o+o 

wo 0 eine gleichzeitig mit fx gegen die Null convergirende Grösse 
bezeichnet. Hieraus folgt, dass bei hinreichend kleinen fx der 
zweite Differenzenquotient dasselbe Vorzeichen wie der zweite Diffe- 
rentialquotient besitzt, dass mithin die Curve convex oder concav 
ist, je nachdem f” (x) das positive oder negative Zeichen hat. Diese 
Bemerkungen sind leicht auf den Fall auszudehnen, wo die Curve 
unterhalb der Abscissenachse liegt, mithin f(x), f(« + Ix), f(x +2 fx) 
negativ sind; man findet, dass umgekehrt ein negatives f" (x) die 
convexe, ein positives f” (x) die concave Krümmung anzeigt. Mit 
dem Vorigen zusammen giebt dies den Satz, dass die Curve convex 
oder concav gegen die Abscissenachse gekrümmt ist, je nachdem /(x) 
und f” (x) gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 

Zu demselben Resultate führt auch eine andere Bemerkung. 
Bei einer convex steigenden Curve wachsen nämlich die Tangenten- 
winkel, bei einer Concav steigenden nehmen sie ab, wie man unmit- 
telbar aus Fig. 17 und‘18 ersieht, worın PT und P,T, die Tan- 

Fig. 17. Fig. 18. 





oO T ,ıM MM, x 


genten an zwei aufeinander folgenden Punkten sind. Die gleiche 
Bemerkung gilt auch für fallende Curven, und daher deutet jederzeit 
ein wachsendes 7 auf convexe, ein abnehmendes 7 auf concave Krüm- 
mung. Die Zunahme oder Abnahme von Tr erkennt man an dem 
Vorzeichen des Differentialquotienten 


dt darcany’ 1 -, 
dx dx 1 + y'2 


dieses Vorzeichen hängt lediglich von y"” ab, und damit gelangt man 
wieder zu dem vorigen Satze. Um letzteren etwas einfacher und 
für Anwendungen bequemer aussprechen zu können, denken wir uns 
die Abscissenachse so weit abwärts parallel zu sich selbst verscho- 
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ben, dass alle in Frage kommenden Ordinaten positiv ausfallen; mit 
anderen Worten, wir vergrössern alle innerhalb des betrachteten 
Intervalles liegenden Ordinaten um eine constante Strecke, welche 
mehr als die grösste Ordinate beträgt. Auf y’ und y” hat diese 
Operation keinen Einfluss; der vorige Satz aber lautet dann: . 
Die Curve, deren Gleichung y = f(x) ist, kehrt 
die convexe oder die concave Seite nach unten, je 
nachdem f”(x) positiv oder negativ ist. 


Aendert f” (x) sein Vorzeichen mittelst Durchganges durch den 
Werth f” (x) = 0, so findet an dieser Stelle ein Krümmungswechsel 
statt; ein derartiger Punkt heisst ein Inflexionspunkt oder Wen- 
depunkt. 


II. Nach diesen Sätzen ist der Lauf einer durch ihre Glei- 
chung gegebenen Curve auf folgende Weise zu untersuchen. Man 
ermittelt zunächst die Intervalle, innerhalb deren y sein Vorzeichen 
behält, sowie die Stellen wo y — 0 wird; man erhält dadurch die 
Punkte, welche die Curve mit der Abscissenachse gemein hat, d.h. 
Durchschnitte oder Berührungspunkte mit der x-Achse. Nach- 
her entscheidet man, wie weit y’ positiv, wie weit es negativ ist und 
wo’y’ sein Vorzeichen mittelst Durchganges durch Null wechselt; 
dies giebt die Culminationspunkte. Endlich untersucht man, 
innerhalb welcher Intervalle y” positiv bleibt, innerhalb welcher an- 
deren negativ, und an welchen Stellen y” sein Vorzeichen mittelst 
Durchganges durch Null wechselt, d. h. wo Inflexionspunkte vor- 
kommen. Diese sogenannten ausgezeichneten Punkte reichen hin, 
um die Gestalt der Curve kennen zu lernen. 

Als Beispiel diene eine Curve von folgender Entstehungsweise. In 
einem über dem Durchmesser AB=2a, Fig.19 (a. £.S.), construirten 
Kreise sind parallel zu AB Sehnen gezogen, von denen Q: Q5 
irgend eine darstellen möge; sie schneidet den zu AB senkrechten 
Durchmesser in einem Punkte N. Man legt ferner Mı Qı || C.D | M;0Qs 
und zieht die Gerade AN; letztere trifft M, Qı in Pı, MO: in P, 
und nun sollen P,, P; Punkte der neuen Curve sein. Bezeichnet man 
AM, oder AM, mit x, und die zugehörige Ordinate mit y, so erhält 
man als Gleichung der krummen Linie 

zV 2ac— 2? 


ya m 


und hieraus ergiebt sich, das Wurzelzeichen erst als positiv voraus- 
gesetzt, dass zu jedem negativen © ein imaginäres y gehört, dass 
ferner für x = 0 auch y = 0) wird, dass jedem zwischen 0 und 24 
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liegenden % ein positives y entspricht, dass für 2—2a wieder y—0, 
und für x — 2a jedes y imaginär ist. Die Curve geht demnach von 
A aus über die z-Achse hinauf und steigt am Ende in B wieder zu 


Fig. 19. 





ihr herab. Nimmt man das Wurzelgeichen negativ, so erhält man 
gleich grosse und entgegengesetzte Ordinaten; demnach besteht die 
Curve aus zwei congruenten, über und unter der Abscissenachse lie- 
genden Zweigen, die zusammen eine geschlossene Figur, ein soge- 
nanntes Blatt bilden. 

Man erhält weiter als ersten Differentialquotienten 


‚,_ (83a —2r) 
aV2ax —ı? 


: wobei das Wurzelzeichen positiv genommen werden kann, weil man 


nur einen der beiden congruenten Zweige zu untersuchen braucht. 
Für & = 0 wird y’ = 0; so lange #<(3a bleibt, ist y’ positiv, für 
z —= }a wird y’ = 0, bei grösseren x wird y’ negativ und zuletzt, 
d. h. für x = 2a, negativ unendlich gross. Demnach hat die Curve 
in A die Abscissenachse zur Tangente; von A aus steigt sie bis zu 
dem oberen Culminationspunkte @, dessen Coordinaten AF = $a, 


7-2 


achse rechtwinklig schneidet. 
Was ferner den zweiten Differentiolquotienten 


yr — x(30?— 6ar +22?) _ 22|e — 30)? — & a2] 
aV (2ax — 22)! aV (2axz — 22)® 


anbetrifft, so übersieht man leicht, dass derselbe positiv bleibt von 





a sind, und fällt dann bis B, wo sie > die Abscissen- 


‚%==0 bis zu dem kleineren der beiden Werthe, welche (x — $a)?—3a? 
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2 
schreiten dieses Werthes geht y” aus dem Positiven in’s Negative 
über und bleibt negativ bis x — 2a. Es würde zwar später für 


1,0 


machen, d. h. bis zu 2 = a—=3a — acos 30°. Beim Ueber- 


a wieder ein Zeichenwechsel eintreten; dieser kommt 


aber nicht in Frage, weil s+V3 a > 2a ist und die zugehörigen 


y, y’, y" imaginär sind. Die Curve ist demnach convex gegen die 
Abscissenachse von A bis zu dem Inflexionspunkte 7, dessen Coordi- 
naten AH = 5a — acos30° und HI leicht- construirt werden kön- 
nen; darüber hinaus bleibt die Linie concav. 


$. 20. 


Bogendifferential, Tangenten, Asymptoten und Normalen. 
. ebener Curven. 


I. Die schon öfter benutzte Gleichung 

ay 

bildet die Grundlage für alle Formeln und Constructionen, welche 
mit dem Probleme des Tangentenziehens in irgend einem Zusammen- 
hange stehen. Zunächst bemerken wir, dass aus Nr. 1) die folgenden 
Gleichungen entspringen: 


1) int = y' — 


Ki 


) wer ————_ de 


ng! sinT u Wa za 
V+@ Vır@ 


denen man auch die Gestalt geben kann: 
d 
3) x . dy 


COST ———, MI —. 
Vdz? + dy? : Vda? + dy 

Hier besitzt der Nenner eine geometrische Bedeutung. Je kleiner 
nämlich dx und dy gedacht werden, desto eher ist es erlaubt, das 
zwischen den Punkten x, y und x + dx, y + dy liegende Curven- 
stück mit seiner Sehne zu verwechseln oder das aus den Katheten 
dx, dy und dem zugehörigen Bogen, welcher ds.heissen möge, ge- 
bildete Dreieck als geradliniges Dreieck anzusehen. Dass diese 
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Vorstellung richtig ist, beweist die daraus folgende Gleichung tan t 
— a ‚ welche mit Nr. 1) übereinstimmt. Dann darf man aber wei- 


dx 
ter schliessen, dass für das Bogendifferential ds die Gleichung 


4) ds? = dx? + dy? 


gelten muss. Dies kann auch direct auf folgende Weise gezeigt 
werden. | 

In Fig. 20 sı OoM=x, MP =y MM =PQ = Az PıQ 

Fig. 20. —= Iy, £ PTX —r, der von 
einem festen Punkte C an gerech- 
nete Bogen CP = s, mithin 
Arc PP =Js, 

endlich R der Punkt, in welchem ° 
die Tangente TP die Ordinate 
M, P, schneidet; wählt man 1x 
so klein, dass der Bogen PP, 
keinen Inflexionspunkt enthält, 
also entweder nur convex oder 
nur concav ist, so hat man folgende Ungleichungen 


ÄArcPP, > PP, d. h. As > V 422 + Iy:, 


ArcPPL <PRH RP, 4h.4s<Lx sec + Iy — Az tant. 
Durch beiderseitige Division mit /x ergiebt sich 


V ze) Is Ay 
l + Az <a, sect + 7, tamt; 


beim Uebergange zur Grenze für unendlich abnehmende x, LIy, 
As erhält man auf der linken Seite als Grenzwerth 


VYır @'=vir® 


und auf der rechten Seite 





d — 
set + re — tinr =setr= 121 +tanr—=Vi1+ryN% 


Beide Seiten convergiren also gegen eine und dieselbe Grenze, 


daraus folgt 
ds 17 | / (2) 


was mit der Gleichung 4) übereinstimmt. Auch ist nun 
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1 dx 
008 u — Yıry” — gs’ 
5) ‚ ’ 
Yy Yy 


siıntT = VI ryr = as . 
Wenn die Gleichung der Curve nicht in der expliciten Gestalt 
y = /(«), sondern implicite unter der Form 


F(x, y) = 0 
gegeben ist, so hat man 
OF 
v-4-- ds 
dx oF 
° 


zu setzen, wie in $. 10 gezeigt worden ist. 

I. Um durch den Punkt P eine Tangente an die Curve zu 
legen, kann man entweder den Berührungswinkel r aus der Formel 1) 
bestimmen und sein Complement MPT (Fig. 20) an die Ordinate 
MP antragen, oder eine der Geraden MT, PT berechnen und, wenn 
‚möglich, construiren. Die erste dieser Strecken heisst die Subtan- 
gente, die zweite die Tangente, und zwar ist 





_ —_ 4 _%I 
6) Sbtg. = ycolr — any’ 
Vı ‚2 
7) Tang. — —I_—_ I. 73% . 
sinT Yy 


Bezeichnen & und n die Coordinaten eines beliebigen Punktes 

der Tangente, so gilt die Gleichung 
n—-y=(E — tan, ı 

von deren Richtigkeit man sich durch wirkliche Construction der 
Differenzen & — x und n — y leicht überzeugt; demnach lautet 
die Gleichung der Tangente: 
8) Ä n-y=ye—n. 

Für den Fall, dass die Gleichung der Curve in der unent- 
wickelten Form 

F(&,y) = 0 

gegeben ist, erhält die Gleichung der Tangente die symmetrische 
Gestalt 


9) ne-3+Za-9=0 
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III. An die Gleichung 8) oder 
n=yitry—ıy 
knüpft sich noch folgende Bemerkung. Wenn die Curve in’s Unend- 
liche geht, so kann es geschehen, dass bei unendlich wachsenden 
die Ausdrücke 
y’ und y — xy’ 

sich bestimmten Grenzen nähern; es giebt dann eine feste Grenzlage 
der Tangenten, der sie sich mehr und mehr nähern, je weiter der 
Punkt xy fortrückt, d. h. eine sogenannte Asymptote der Curve. 
Setzen wir 

Limy’ = Lim f’(x) = A, 

Lim(y — xy’) = Lin[f(@) — =«f(@Q)=B, 
so haben wir als Gleichung der Asymptote 
10) = A& +B. 

Nur für den Fall, dass die Asymptote parallel zur y-Achse liegt, 
wird diese Gleichung unbrauchbar wegen A— » und B = »; man 
hat aber dann die vorige Betrachtung nicht nöthig, weil sich eine 
derartige Asymptote von selbst dadurch bemerklich macht, dass 
einem endlichen z ein unendliches 4 entspricht. 

Fig. 21. IV. Errichtet man im Punkte 
P auf der Tangente eine Senk- 
rechte, welche die Abscissenachse 
in U schneidet, so erhält man die 
sogenannte Normale der Curve; 
MU heisst die Subnormale 
(Fig. 21). Aus der Bemerkung, 
dass 

zMPU=ZMTP=r 

ist, findet man leicht 


@=®) 








| 11) Subnorm. = ytanı = yy’, 
12) | | Norm. = — =yVil-+y'"; 


ferner ist, wenn £ und n die Coordinaten eines Punktes der Normale 
bezeichnen, 
7n=-y=(@— 9) ot, 
mithin die Gleichung der Normale: 
1 


13) my sen 





+8 . 
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Der unentwickelten Form der Curvengleichung entspricht als 
Gleichung der Normale 
OF _ oF - _ 
14 nF _n— m’ -c 
) e-9,,- 0-97, = 


Anwendungen dieser allgemeinen Vorschriften giebt der nächste 
Paragraph. 


8. 21. 


Beispiele von Tangenten- und Normalenconstructionen. 


L Die Kegelschn#te. Nimmt man die Hauptachse eines 
Kegelschnittes zur x-Achse und einen ihrer Endpunkte zum Coordi- 
natenanfang, so ist bekanntlich 
1) | y=2px + gr? 
die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte, worin p den Halbpars- 
meter (die Ordinate im Brennpunkte) bedeutet. Man findet hieraus 


x 
2) yv=p+t as, y-!ı82 
mithin als Gleichung der Tangente 
x 
3) n-y-Eg-n 


Für & = 0 ergiebt sich hieraus ein specielles 7, das 1, heissen 
möge, und zwar bedeutet es geometrisch die Strecke OT, welche die 
Tangente von der Ordinatenachse abschneidet; man hat dafür 


p tg, _V—penge 
Y Y 
oder, vermöge des Werthes von y?, 
4) - »= T " 
Dies giebt folgende Tangentenconstruction (Fig. 22). Man 
Fig. 22. nehme 0 Ü==p, fälle von dem festen 
Punkte C auf den Radiusvector OP 
eine Senkrechte, welche die Ordina- 
tenachse in 7’ schneidet, und ziehe 
die Gerade T'P. 
Man hat ferner durch Substitu- 


tion des Werthes von 9 


= 
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r 
y"— _2+rar _ __ +4 


\ V2p= + qw Van 


2p2 x? 
p Er Ver, 


bei unendlich wachsenden x wird hieraus 
. q 
Imy =—=-=Vqg, Lmy—-ı)—=- 
Va Ve. 


Diese Ausdrücke sind reell und von endlichem Werthe, wenn 
q > 0, d.h. der Kegelschnitt eine Hyperbel ist; letztere besitzt 
daher zwei Asymptoten, deren Gleichungen aus 


5) n=Va-64 7 


hervorgehen, wenn man Vq das eine Mal mit dem positiven, das 
andere Mal mit dem negativen Vorzeichen nimmt. 

Was endlich die Normale betrifft, so bemerke man, dass die 
Gleichung 2) linker Hand den Ausdruck yy’, d. h. die Subnormale, 
enthält und dass die Gleichung 2) mit folgender übereinkommt: 

3 
6) yy'= -7 —Pp. 

Man kann daher die Normale unabhängig von der Tangente 
durch folgende Construction erhalten: Auf dem Radiusvector OP 
errichtet man in P eine Senkrechte, welche der Abscissenachse in Q 
begegnet, und nimmt QU = p; dann ist PU die Normale. 

OD. Die Cycloide ist. bekanntlich der Weg, den irgend ein 

Fig. 28. Punkt eines Kreises be- 
schreibt, wenn letzterer, 
ohne zu gleiten, auf einer 
Geraden fortrollt, wobei 
sich die Peripherie des 
Kreises auf jener Gera- 
N den abwickelt. Nehmen 

EN - wir die gegebene Gerade 
TAM U Zu; 5  4DB, die sogenannte Ba- 
sis, zur x-Achse, den An- 
fangspunkt der Bewegung zum Coordinatenanfang und setzen (Fig. 
233) AM=s,MP=yLP=LU=a«aZ2PLU=o, » gel- 
ten folgende Gleichungen 











I, 
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Y, 
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z=AU— MU=ArUP—PV, 


d.i 
7) ct=00 — asino; 
y—= UVV=-LU-—-LV, 
d.i 
8) y=4a— 40080. 


Durch Elimination von ® aus 7) und 8) würde man zu einer 
Gleichung zwischen % und y gelangen, da aber dieselbe etwas com- 
plicirt ausfällt, so thut man besser, die obigen zwei Gleichungen bei- 
zubehalten und darin den Wälzungswinkel @ als unabhängige Varia- 
bele zu betrachten. Dann ist 


de =a(l — coso) do, dy =asino do, 
mithin 
dy sin 0 ı 
9) ds ı an 5m 


oder, zufolge der geometrischen Bedeutung des Differentialquotienten, 
tan — cotlo — tan (90° — 10). 

Da während der ersten halben Umwälzung ®@ < 180°, mithin 
90° — 1m ein spitzer Winkel und ebenso 7 jedenfalls < 90° ist, so 
schliesst man aus der vorigen Gleichung 

t—= 9° — 30 oder 90° — r—=1o, 
d.h. £ MPT — dem Peripheriewinkel UWP; es ist folglich WPT 
die Tangente und die darauf senkrechte PU die Normale. 

Nicht selten nimmt man den höchsten Punkt C der Cycloide 
zum Coordinatenanfang und den Pfeil CD zur Abscissenachse. Für 
CN=2,NP= y, ist dann 
10) a4 =(0D—- DN=2a— y=all + coso) 

= AD—-AM=nra — zs=a(r oo + sino) 


Mm _ I _ mio Vizwe, 
da dy u 1 + coso’ 


x 
oder wegen c080@ — 2 — 1], 


Va _ Van — a? 

— 2 

Dieses Raraltat stimmt mit dem vorigen überein. Die linke 
Seite bedeutet nämlich geometrisch den Winkel z,, den die Tangente 
PT mit der neuen Abscissenachse einschliesst, es ist daher 


11) 
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tant, = =. oder tan MPT —= =. 
woraus wieder folgt, dass PW|| CQ die Tangente sein muss. 
Il. Die Kettenlinie. Aus statischen Gründen bildet ein voll- 
kommen biegsamer homogener Faden, frei aufgehangen und nur der 
Einwirkung seines Gewichtes unterworfen, eine krumme Linie von 


folgender Gleichung 


k( = _ Zi 
13) =3(@+e®), 
wobei die Abscissenachse horizontal in der Entfernung % unter dem 
Fig. 24. Scheitel der Curve liegt, und die 


Ordinatenachse vertical durch den 
Scheitel geht (Fig. 24). Aus Nr. 12) 
folgt 


z Et 
‚_ . 


und es ist vermöge der Werthe von 
y und y’ 


Yor-i 
= V@'-ı 


O MN U X oder zufolge der geometrischen Be- 
deutung von y’ 
k 

. Um hiernach die Tangente am Punkte P zu construiren, be- 
schreibt man aus dem Scheitel C mit MP als Halbmesser einen 
Kreis, welcher die Abseissenachse in N schneidet, zieht die Gerade 
CN, die mit OC einen Winkel = r bildet, und legt PT senkrecht 
zu CN; die Normale PU ist parallel zu ON. 





tant = 


$. 22. 
Krümmungskreis, Krümmungsmittelpunkt und Evolute, 


I. An zwei Punkte P und P, einer Curve CPP, (Fig. 25) 
denken wir uns die Tangenten T.P und 7, P, gelegt, die sich in U 
schneiden, und die zugehörigen Normalen construirt, deren Durch- 
schnitt Q heissen möge; in dem Sehnenvierecke PQP, U ist dann 
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ZPQB =LTUN = MTPA—-ZMIP=Hy—r, 
Fig. 25. der Winkel PQP, giebt 
also den Zuwachs des Tan- 
gentenwinkels an und kann 
daher mit Sr bezeichnet 
werden. Ziehen wir ferner 
die Secante P} PSund setzen 
2PSM=6, 
so haben wır im Dreiecke 


PPRQ 





ZPQP =Jır, 
£P,PQ=9%°— ZP,PU=90— _SPT —9°—(6— 1), 
ZPPQ=9°— ZPPUT=90—- ZLSPT = — (u — 0), 


PR =VEM + BND) = VA) + (Ay); 
vermöge der Proportionalität der Seiten und der Sinus der Gegen- 
winkel können wir hieraus die Strecken PQ=r und PQ=n 
berechnen und finden 


_/ (Ax)2 + (Ay)? sin PP.Q 


sin It 


BEI] 


sin IT It 
At .- Ix 


und dem entsprechend 


+) 2.) 


sin IT 
It — 


Lassen wir jetzt den Punkt P, immer näher an P rücken, mit- 
hin 1x, At und 6 — r gleichzeitig gegen die Null convergiren, so 
verändert der Durchschnitt Q seine Lage, geht aber nicht in’s Un- 
endliche hinaus; vielmehr nähern sich r und rı der gemeinschaft- 


lichen Grenze 
Schlömilch, Analysis. L 7 


oder 


coo(t + AT — 0) 





008 (6 — T). 
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dy\? 
Vi+ (& 
dt 
dz 


welche wir eo nennen wollen. Aus tanr = y’ folgt ferner, weil r 
einen positiven oder negativen spitzen Winkel bedeutet, 


Limr = Limnr, = ’ 


‚dr 
rt = arcany,, — = —— ——= 


daher ist zusammengenommen 
va+ty® 
y" u 


Das für den ersten Augenblick überraschende Resultat, dass der 
Durchschnitt zweier Normalen beim Zusammenfallen der letzteren 
nicht in’s Unendliche, sondern nur bis zu einem bestimmten Grenz- 
punkte fortrückt, ist übrigens geometrisch leicht zu erklären. Je 
weniger nämlich die Entfernung der Punkte P und P, beträgt, um 
so kleiner ist auch die Differenz der Längen von PQ und P, 9, mit- 
hin lässt sich näherungsweis PQ — P, Q als Halbmesser eines Krei- 
ses ansehen, welcher sowohl die Punkte P und P, als die zugehöri- 
gen Tangenten PT und P, T, mit der Curve gemein hat. Eben 
desswegen schliesst sich dieser Kreis genauer an die Curve an als 
jeder andere, dessen Mittelpunkt willkührlich auf der Normale PQ 
gewählt wäre und der nur die eine Tangente PT’ mit der Curve ge- 
mein hätte, oder kurz ausgedrückt, jener Kreis hat nahezu dieselbe 
Krümmung wie die Curve von P bis P,. Diese Schlüsse erhalten 
ihre volle Gültigkeit beim Zusammenfallen der Punkte ?P und P;; 
der Grenzpunkt des Normalendurchschnittes heisst dann der Krüm- 
mungsmittelpunkt, die Strecke 0, als Radius eines Kreises ge- 
dacht, der Krümmungshalbmesser, und der mit @ aus jenem 
Punkte beschriebene Kreis der Krümmungskreis; er schliesst sich 
der Curve genauer an als jeder andere in P sie berührende Kreis 
und hat durchweg dieselbe Krümmung, wie die Curve in P. 

Diese Vorstellungsweise führt auch sehr rasch zur Formel 1). 
Setzt man nämlich Arc C P=s, so ist Arc PP, —=Js, ferner nähe- 
rungsweis, indem man ./s wie einen mit dem Halbmesser PQ = P,Q 
= r beschriebenen und zum Centriwinkel PQP, = AT gehörigen 
Kreisbogen berechnet, 


1) e= 


Ar. Irdar— 
At 
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folglich genau beim Uebergange zur Grenze für verschwindende 48 
und Ir j 


2) = 
Durch Einführung der Werthe 


1 
— ıg — 
ds—=Vı1 + y'2.dz, Euren r | MER 


geht die Formel 2) in die Formel 1) über. 

Nimmt man das vorkommende Wurzelzeichen im absoluten 
Sinne, so hat g immer dasselbe Vorzeichen wie y”; d. h. geome- 
trisch, der Krümmungshalbmesser kann zwei verschiedene einander 
entgegengesetzte Lagen haben, je nachdem die Curve die convexe 
oder die concave Seite nach unten kehrt; im ersten Falle ist er posi- 
tiv, im zweiten negatıv. - 

Für die Construction des Krümmungshalbmessers ist in man- 
chen Fällen die Bemerkung von Nutzen, dass 


® 


” dt 


u? 
i gay 
gesetzt werden kann, wo % die Normale im Punkte ‚P bezeichnet. 
Aus der Gleichung der Kegelschnitte 


y=V2»x + q22 


erhält man z. B. durch zweimalige Differentiation 


Y " m _—___hM = oo p 
Vers +amWt 
und daher ist der Krümmungshalbmesser 
u3 (e) 
= oo > UN): 
® p* p 


u 
was sich ohne Schwierigkeit construiren lässt, wenn man 2. B. 2 


als Tangente eines Winkels betrachtet. Die eleganteste Construction 
der Formel werden wir im $. 24 zeigen. 
Für die Cycloide ist nach $. 21 

| dx = 2asin!i1odo, y' = cotio, 
mithin 
N tl _ 

2 sin? yo 
woraus durch Division mit dx und dessen Werthe folgt 

1 

— 4asintio 


dy' — do, 


y" — 
7% 


100 Cap. III. 8. 2. Krümmungskreis etc. 


Dies giebt den Krümmungshalbmesser 
oe = —Aasinia = — 2 PU 
oder gleich dem Doppelten der Normale; der Krüwmungsmittelpunkt 
wird demnach erhalten, wenn man die Normale PU um ihre eigene 
Grösse verlängert. 
Für die Kettenlinie ist nach $. 21 


€ _ y? 
y = (ee ), v=-yer—7 


ferner 
mithin nach Nr. 3) 


Die Kettenlinie hat also mit dem Kreise die Eigenschaft gemein, 
dass der Krümmungshalbmesser gleich der Normale ist; die Lagen 
sind aber einander entgegengesetzt. 

"II. Um die Coordinaten £ und n des Krämmungsmittelpunktes 
zu bestimmen, braucht man nur zu berücksichtigen, dass der ge- 
suchte Punkt auf der Normale um E vom Punkte P entfernt liegt; 
daher ist aus einfachen geometrischen Gründen 

2 — E=osint, „—- Y= 0cost 
oder vermöge der Werthe von 0, sint und cost 





1 2 1 2) 
4) =:-—-y, n=y+ 
Für die Parabel, deren Gleichung 
yz= V2ps 
ist, findet man hiernach 
. 8x3 
e=3:+9n, 1ı=— ru 


Wenn die Gleichung der Curve nicht in entwickelter Form ge- 
geben ist, so müssen y’ und y” nach den Lehren des $.16 berechnet 
werden. | 

IIL Die Formeln 4) enthalten in letzter Instanz nur die drei 
Variabelen &, n und x, da man, wenigstens bei entwiekelten Gleichun- 
gen von der Form y== f(x), sowohl y als y’ und y” durch x aus- 
drücken kann. Denkt man sich aus den obigen Gleichungen x elimi- 
nirt, so bleibt nur eine Gleichung zwischen £ und 7 übrig, d. h. die 
Gleichung derjenigen Curve, welche von den stetig aufeinanderfol- 
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genden Krümmungsmittelpunkten gebildet wird. Dieser geometri- 
sche Ort der Krämmungsmittelpunkte heisst die Evolute der gege- 
benen Curve, und zwar kommt diese Benennung daher, dass man sich 
die ursprügliche Curve durch Abwickelung eines um die Evolute ge- 
legten Fadens entstanden denken kann. 

Als Gleichung der Parabelevolute findet man mittelst der 
angegebenen Elimination 

n? — Ei (£ z p)® 

also eine Curve dritten Grades (die sogenannte semicubische Parabel). 

Für die Ellipse, deren Gleichung unter der Form 


2£\2 y) _ 
+ 
dargestellt wird, erhält man als Gleichung der Evolute 
2 2 
+) 
> -V/—ı 
(% uaN: 


wobei zur Abkürzung gesetzt wurde 


a? — b2 a2 —d2 
a = a. ı = b " 


Für die Hyperbel ist die Mittelpunktsgleichung 


= 


daraus ergiebt sich als Gleichung der Evolute 








Für die Cycloide gilt der bemerkenswerthe Satz, dass die 
Evolute eine mit ihr congruente Cycloide ist, die jedoch eine andere 
Lage besitzt. 


8. 23. 
Formeln für Polarcoordinaten. 


Bei dem Gebrauche von Polarcoordinaten wird meistentheils der 
Winkel zwischen dem Radiusvector und der Abscissenachse als un- 
abhängige Variabele betrachtet und jener Vector als abhängige 
Variabele; für {2 XOP= 6 und OP =r (Fig.26 a.f.$8.) ist dem- 
nach die entwickelte Gleichung der Curve von der Form 
1) r=/(0), 
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woraus Du die Diterentiaiguonenten 


= =r—f'(0), mt " — f" (6) u 8 w. 


Fig. 26. leicht ableiten lassen. Es 
fragt sich nun, welche neue 
Formeln an die Stelle der frü- 
heren treten, wenn man statt 
der rechtwinkligen Coordina- 
ten Polarcoordinaten einführt. 

Der Uebergang von dem 
einen zum anderen Coordina- 
tensysteme geschieht bekannt- 
lich mittelst der Formeln 











2) | 2 —=rc080, y=rsind; 


eine Aenderung des 0 hat nun gleichzeitige Aenderungen von r, & 
und y zur Folge, mithin ist 








d d 
= — Er c0 — rsind, 
d dr 
=, = sind + rcos6, 
und durch Division unter Berücksichtigung der Formel = —tanrt, 
ar sind -Hrcosd = tanO -+-r 
tan = 7 = 
79 050 — rsin6 7g 7 rtam6 
Hieraus ergiebt sich 


Gr _ Ittanzimd 1 
dd tamr—tand  tan(t— 6) 
oder, wenn T— = 9 gesetzt wird, 
1 dr 7 
8) cot o—= pP F FT a —. 

Diese Formel, die man auch durch eine sehr einfache geometri- 
sche Betrachtung finden kann, löst das Problem des Tangentenzie- 
hens, denn es ist @ der Winkel zwischen der Tangente PT und dem 
Radiusvector OP. 
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Nennen wir $ den Winkel OPT, welchen die Normale mit dem 
Radiusvector einschliesst, so ist 9 — 90° + 9, folglich 
' 
4) any — 
r 
"Eine im Coordinatenanfange auf dem Vector errichtete Senk- 
rechte wird von der Tangente in einem Punkte V, von der Normale 
in einem Punkte W geschnitten; die Strecke OV heisst dann die 
Polarsubtangente, OW die Polarsubnormale. Man findet OV 
—= riang oder 


y3 
5) Polarsubtg. = ar 


6) | Polarsubn. = r’; 
die letzte Gleichung lässt die geometrische Bedeutung von r’ er- 
kennen. | 
Die Formel für das Bogendifferential 
ds? — da? + dy? 
verwandelt sich nach Substitution der Werthe von dx und dy in die 
folgende 
7) ds? —= dr? + (r.d9)? 


oder 


8) ds = dd ) r?+ Zy = a rt 


Zu demselben Resultate führt auch eine einfache geometrische 
Betrachtung. 

Um endlich den Krümmungshalbmesser in Polarcoordinaten aus- 
zudrücken, halten wir uns an die Formel 


ee — dt ’ 
worin ds schon durch Nr. 8) bekannt und daher noch dr zu berech- 
nen ist. Die Formel 3) liefert 


r’ 
T—0 = arccot — 


daher ist 
rdr' — r’dr 
r? rdr' — r'dr 
+\z | 
„gr ji dr 
An An "_.RR 
a0 U rg 


+ r” 
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r? + 2r'? — rr” 


oder de = Ay 46, 
und nun ergiebt sich vermöge der Werthe von ds und dr 
9) _ _ Ver +38 


0 + 2r"? — rr” 


Für den Fall, dass die Gleichung der Curve unentwickelt in 
Polarcoordinaten gegeben ist, hat man r’ und r” nach $. 16 zu be- 
rechnen. 


8. 24. 
Beispiele zu den vorigen Formeln. 


I. Die Kegelschnitte. Nimmt man den einen Brennpunkt 
des Kegelschnitts zum Pol, die Hauptachse zur Abscissenachse und 
rechnet den Winkel # vom nächsten Scheitel aus, so ist bekanntlich 
die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte 


— 2 
1 + 8 c0sO 

Fig. 27. und in Beziehung auf 
Fig. 27, 

FP=r, ZAFP—=9; 
dabei bedeutet » den. 
Halbparameter gleich der 
Brennpunktsordinate F@ 
und s die numerische 
Exentricität, d. h. das 
Verhältniss von r zum 
Abstande P.N des Punk- 
tes P von der Directrix 
DE. Aus Nro. 1) erhält 
man für den Winkel 


FPV = % zwischen 


1) | r 





Vector und Normale die Formel 


esin 


1 + 8c0s0 
und für dessen Supplement F. PU, welches % heissen möge, 


tanv = — 
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lan — :sin 
= 7 + &c080’ 
__1+8:00 & sin O 


cos = NY —— 
Vi + 238c00 + V1-+28c000 + & 
Hieraus kann der Winkel zwischen der Normale und der Hauptachse 
abgeleitet werden; es ist nämlich ZFUP=9—y, 
sinFUP= sind cosy —.cosd sin‘ 
und nach Substitution der Werthe von cosy und sinx 
sin 0 
Vı+28co0 + Fi 
In dem Dreiecke F PU kennt man jetzt eine Seite FP=r 
und alle Winkel, woraus die übrigen Seiten FU und PU = u leicht 
zu berechnen sind. Man hat zunächst 


rsiny 


snFUP= 


FU= imFUB 
mithin 
FU r r? 
zT mem Pen 


dies giebt eine neue Normalenconstruction entweder mit Hülfe der Di- 
rectrix oder bequemer in der Weise, dass man auf dem Vector die 
Strecke FT gleich der grossen Halbachse des Kegelschnitts nimmt, 
T mit dem Mittelpunkte C verbindet und nachher die Normale 
PU|| TC legt. Für die Normale % erhält man 


rsnO 
= np rV 4 28 c0s0 + & 


mithin 
wcsy—=r(l + Ec0s0) = p; 

hierin liegt der bemerkenswerthe Satz, dass die Projection der Nor- 
male auf den Vector eine constante Grösse und zwar gleich dem 
Halbparameter ist. Nimmt man demgemäss auf dem Vector die 
Strecke PS= F@ und errichtet in Sauf PS eine Senkrechte, so be- 
stimmt letztere auf der Achse den Punkt U, durch welchen die Nor- 
male geht. Aus der obigen Gleichung ersieht man ferner die geo- 


metrische Bedeutung von FE und hierdurch wird die in $. 22 für 


den Krümmungshalbmesser entwickelte Formel zur folgenden 
0 = — use‘, 
deren Construction einfach darin besteht, dass man in U aufder Nor- 
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male eine Senkrechte errichtet, welche den Vector in R schneidet, und 
nachher durch R eine zu PR senkrechte Gerade legt, welche der 
Normalen im Krümmungsmittelpunkte Q begegnet. 


II. Die Lemniscate. Auf einer Geraden sind zwei feste 
Punkte F und G im Abstande F@ = 2c gegeben, und es wird der 
geometrische Ort des beweglichen Punktes P für den Fall gesucht, 
dass das Rechteck FP. @ .P von constantem Inhalte und zwar gleich 
dem Quadrate über FG — c ist. Auf ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem bezogen, dessen z-Achse die Gerade F'@ (Fig. 28) und 
dessen Anfang der Mittelpunkt von F'@ ist, lautet die Gleichung 


der Curve 
und nach gehöriger Reduction 
@ +? = 20 yN) 
Durch Einführung von Polarcoordinaten (e=rcos0, y=rsin 0) 
wird die Gleichung einfacher 
| rt — 2c?r? cos2 0 
oder, wenn cV2 = a gesetzt wird, 
r—=aV 00520. 
Hieraus ergiebt sich augenblicklich 
tan —= tan26; 
der spitze Winkel zwischen Vector und Normale beträgt also das 
Doppelte von 0, wonach die Normale sehr leicht zu construiren ist. 
Fig. 28. Fig. 29. 


PB 
B S A Q 
V 
Ö A 


II. Die Kreisevolvente. Wenn eine Gerade ohne zu glei- 
ten so um einen Kreis herumgedreht wird, dass sie denselben immer 
berührt, so beschreibt ein bestimmter Punkt der Geraden die ge- 
nannte Curve. Bei der Anfangslage der Geraden sei A jener Punkt 

‚ und zugleich Berührungspunkt, eine spätere Lage der Geraden sei 
OP, der Wälzungswinkel A0OQ=v», ZAO0OP=9, AO=a 
(Fig. 29), es ist dann 
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0P=arQA=am, 
mithin in dem Dreiecke OPQ 
r—=aVYı+o!, tan(®— 6) — @. 


Durch Elimination von ® würde man aus diesen Gleichungen 
eine Gleichung zwischen r und 9 ableiten können, doch ist es beque- 
mer, die obigen Gleichungen ungeändert beizubehalten und ® als un- 
abhängige Variabele zu betrachten. Man hat jetzt 


a0 do da—dO _ 





dv = 1+0@2' cos2(—6) io 
und aus der zweiten Gleichung 
@? 
d0 = sin (a — (do = Ilo: do, 


mithin durch Division 


, dr aVYi-+o 
Vz —— m 
dd 1) 
Setzt man wie früher Z{OPV=Y, ZOPQ=g, w er 
giebt sich 


SE r' 1 1 
tan = — =, 7177 any= — cot(a — 0), 


es ist folglich y = 900 — LZPON oder PQ die Normale, wie zu 
erwarten war. 


Man hat ferner 


177] o:V ı + 2 
und durch Division mit dO 
" aV1+ war 
Ar u 
nach Formel 9) des vorigen Paragraphen ergiebt sich 
e=ı0=PNQ, 


mithin ist Q der Krümmungsmittelpunkt, wie sich nach der Ent- 
stehungsweise der Curve erwarten liess. 
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8. 25. 


Tangenten und Normalebenen an doppelt gekrümmten 
Linien, 


Il. Eine Curve doppelter Krümmung hat bekanntlich zwei Glei- 
chungen, weil sie als Durchschnitt zweier Flächen angesehen werden 
kann; sind die Gleichungen der letzteren gegeben, etwa in der Ge- 
stalt 
1) J&,y,)=d, F(@,y,2)=0, 
so kann man aus ihnen einmal £, einmal y eliminiren und erhält dann 
zwei neue Gleichungen von der Form 
2) y=yQ), +:=rl) 
womit die Projectionen der Curve auf die zy- und auf die x#-Ebene 
bestimmt sind. Es mögen nun zwei Curvenpunkte Pund P, betrach- 
tet werden, deren Coordinaten x, y, zundde + Ix,y+ Iy,e+ Jg 
heissen sollen. Die Länge der Sehne PP, ist 


PP: == V Az? + 41y? + 412g? 
und wenn wir die Winkel, welche PP, mit den Coordinatenachsen 
einschliesst, durch 6,, 0,, 6, bezeichnen, so haben wir 


c08 0, — daD 3 — tl 0 
Va) 


ay 
ed — — 
’T Van + Ip +8 Vi + (4 zn 42," 
Az Az 
45 
Is Az 


Vera N, (a) (A, (dev 
| | 4) + 72) 


Bei unendlich abnehmenden x rücken die Punkte P und P, 
einander immer näher, die Secante dreht sich um den fest bleibenden 
Punkt P und geht schliesslich in die Tangente über, deren Richtung 
durch drei neue Winkel r,, T,, T, bestimmt wird; aus den vorigen 
Gleichungen erhalten wir jetzt die folgenden 
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cost. = 


B7 % 
“u ' 


3) or  T— = Van | 
Vıra) +) 


des 


' 


| eosz, — de ee , 
"ajay mer 


Der gemeinschaftliche Nenner der drei Brüche hat einen geo- 
metrischen Sinn. Bezeichnen wir nämlich den Bogen PP, mit Js 
und die gleichnamige Sehne mit 10, so findet die Gleichung statt 


n_n.3_a (Ay. 
12 Is Is Io +) + —): 


bei verschwindenden fx convergirt z gegen die Grenze 1 und aus 


der vorigen Gleichung wird 


| ds _ V dy\? dg\? 
% Tue rer 
oder 
5) ds? —= da? + dy? + de?. 


Durch Substitution von Nro. 4) in Nro. 3) erhalten wir für die 
 Richtungswinkel der Tangente folgende Formeln: 


de __dy __ de 
6) 008 1: = Tu 0 =, 008, = 


Um die Gleichungen der Tangente im Punkte xy aufzustellen, 
nennen wir &, n, & die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Tangente, r seinen Abstand vom Punkte zys und haben 

E—r=rcost,, N-y=roost,, $—s#=rost, 
mithin ea _nZy_b=e 

COST, CO8 T, 08 T, 
oder vermöge der drei angegebenen Cosinuswerthe 
7) ee — 1 TI _ — 2, 

da dy ds 
ds de ds 
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Denkt man sich die Tangente auf die Ebenen xy und x 3 pro- 
. jieirt, so gelten für die Projectionen die Gleichungen 


)  my= Fl, te= Zn 


d. h. die Projectionen der Tangente sind die Tangenten an den 
gleichnamigen Projectionen der Curve, was geometrisch unmittelbar 
einleuchtet. 


IL Eine Ebene, die senkrecht zur Tangente durch den Berüh- 
rungspunkt der letzteren gelegt ist, heisst eine Normalebene der 
doppelt gekrümmten Curve; ihre Gleichung findet sich auf folgen- 
dem Wege. Sind &, n, & die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Normalebene, so muss die gesuchte Gleichung von der Form 

AE—a) + Ba—)+Cd-—)=0 
sein, weil die fragliche Ebene den Punkt xyz enthalten muss. Da 
ferner die Normalebene senkrecht zur Tangente liegen soll, so müs- 
sen ihre Stellungswinkel identisch mit den Winkeln r,, T,, T, sein, 
woraus nach bekannten Sätzen der analytischen Geometrie folgt 


A:B:C= cost, : C08T, : C0ST,. 
Die Gleichung der Normalebene ist daher 


cost, (&—x) + cost, (n—y) + cosr,(E — 2) = 0 
d.h. 


9) e-)+ Ya) +6-9=0 


oder auch 
10) 2 + Ym-9+ 6-90. 


Die in den vorigen Formeln auftretenden Differentialquotienten 

= und = kann man aus den Gleichungen 2) unmittelbar erhalten, 
x 

wenn die Gleichungen der Curve in dieser Form gegeben sind; kennt 
man aber nur die beiden Flächen, als deren Durchschnitt die Linie 
angesehen wird, und lässt sich die im Anfange dieses Paragraphen 
angedeutete Elimination nicht ausführen, so muss man die Gleichun- 
gen 1) zur Entwickelung von > und = benutzen. Die Differen- 
tiation derselben giebt unter Rücksicht auf den Umstand, dass eine 
unabhängige Variabele x und zwei abhängige Variabelen y, z vorhan- 
den sind, 
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I, .dy , U. _ 

DE Toy an da ’ 

oF oF dy oF ds 


FT Tr 7 ur Pr 7 Tea 


und hieraus findet sich durch Elimination 


11) 





af OF 09F 9f 


 —,—— (dj ( un GE  Gmmemmamumen  g) SED 


Als Beispiel diene der Durchschnitt einer Kugelfläche mit einem 


"Fig. 30. Cylinder, dessen kreisförmiger 
Querschnitt den Kugelhalbmes- 
ser zum Durchmesser haben, 
und dessen Mantel durch den 
Kugelmittelpunkt gehen möge. 
Nennen wir 2a den Kugel- 
halbmesser und legen die x- 
Achse in die erzeugende Ge- 
rade, welche durch das Kugel- 
centrum geht (Fig. 30), so gel- 
ten für unsere Curve folgende 
Gleichungen 

Je y)=t+yP+R— 410, 
Fe&e,y,)=yP —2ar+2=0. 


Zı 


Daraus erhalten wır 


Of of of 
— 2 _—— —— —_ 
0x u 0y ’ 0% 22 
oF oF or 
=— 0, _ 7 — _— — 
ox 0 29 08 2@— a) 
und mittelst der Formeln in Nro. 11) 
ay _reza) de ”. 
di y ’' da a 


demnach sind die Gleichungen der Tangente 


na ya, = - 6a) 
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Die Gleichung der Normalebene ist 


4 my 4l-9=0 
und bei sehöriger I en 





man ersieht hieraus dass die Normalebene | immer durch den Coor- 
dinatenanfang (den Kugelmittelpunkt) geht, was bei einer sphärischen 
Curve zu erwarten war. 


8. 26. 
Die Krümmung räumlicher Curven. 


L So wie wir in $. 22 den Grenzpunkt aufsuchten, in wel- 
chen der Durchschnitt zweier benachbarter Normalen einer Plan- 
curve überging, wenn die Normalen in einander fielen, so können wir 
auch bei doppelt gekrümmten Curven die Grenzlinie bestimmen, in 
welche der Durchschnitt zweier benachbarter Normalebenen beim 
Zusammenfallen dieser Ebenen fortrückt. Zu diesem Zwecke be- 
trachten wir zwei Punkte P und P,, deren Coordinaten x, y, # und 
x + Ix,y + 9y,z -+ 12 heissen mögen, und legen durch jeden 
eine Normalebene; die Gleichungen dieser Ebenen sind 
1) Eds + m-Way+ ki, 

G—a)da + m —y)ldyı +6 —z)da = 0. 

In Beziehung auf x, y, 3 betrachtet, ist die erste Gleichung un- 
ter der allgemeinen Form f(x, y, #) = 0 enthalten, die zweite un- 
ter der entsprechenden Form f(&ı, Yı, 2) =0 oder fx + Ir, 
y-+ JIy,e + 12) = 0; es gilt aber immer die Gleichung 

fx + Ax,y+ Ay,s + Is) =f(le,y,e) + Jf(e,y,e), 
worin Jf(x, y, £) die totale Differenz der Function f bedeutet, fer- 
ner ist f(x, y, 2) = 0, mithin lässt sich die Gleichung der zweiten 
Normalebene durch 
2) IE— Dada + m— May + (&—e)de] = 0 
darstellen. Um noch auszudrücken, dass später die zweite Normal- 
ebene mit der ersten zusammenfallen soll, schreiben wir d statt 4, 
und erhalten durch Ausführung der angedeuteten totalen Differentiation 
G-#da + m ay+g—NRE| _ 
— da — dy — da 7 
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oder kürzer 
3) G—- dr + m Wday+ k— ds — de. 

Die Gleichungen des Durchschnittes beider Normalebenen wär- 
den sich jetzt dadurch finden, dass man einmal £ — s, das andere 
Mal 7 — y aus den Gleichungen 1) und 2) eliminirte; da es uns 
aber nur auf die Grenzlinie des Durchschnittes ankommt, so nehmen 
wir die Gleichung 3) statt Nro. 2), wobei der beabsichtigte Ueber- 
gang zur Grenze schon durch den Gebrauch von d statt I ausge- 
sprochen ist. Indem wir die Abkürzungen 
4) X = dydie — ded’y, Y—= ded’z — dades, 

Z=ded’y — dyd’z 
einführen, erhalten wir mittelst der angedeuteten Elimination 


' EZ. Zr 





5) 





t-:= 2 (- 


und dies sind nun die Gleichungen der Grenzlinie des Durchschnittes 
von zwei benachbarten Normalebenen. Die Winkel, welche die ge- 
nannte Grenzlinie mit den Coordinatenachsen einschliesst, mögen ®,, 
®,, 9, heissen; nach einem bekannten Satze der analytischen Geo- 
metrie ist dann 
6) c0sY, __ Cosd, _ CoD, __ 1 
x = 707 "voTrvIiz 
Auf die hiermit bestimmte Grenzlinie fällen wır vom Punkte P 
eine Senkrechte P Q; den Fusspunkt Q nennen wir den zu P gehö- 
rıgen Krümmungsmittelpunkt, die Länge PQ==o_ den Krüm- 
mungshalbmesser. Sind nun @,, 0,, 0, die Winkel, welche g mit 
den Coordinatenachsen bildet, so gelten erstens die drei Gleichungen 
T)E— 2 =00080:.: 7n— Y= 000850, $ — 80 0080: 
ferner ist, weil die Grenzlinie und der Krümmungshalbmesser einen 
rechten Winkel einschliessen, 
C08 d, 00802 -H 0089, C08 0, + 0059, 0080, —=0, 
oder auch durch Substitution der sechs Cosinuswerthe aus 6) und 7) 
8) X&—-2) + Yn-)+Z6—-)=0. 
Zur Bestimmung von £&, n, & führt nun die Bemerkung, dass 
der Krümmungsmittelpunkt sowohl in der Grenzlinie 5) als auch in 
der Senkrechten PQ liegt, dass also &, n, & den Gleichungen 5), 7) 


und 8) genügen müssen ; hieraus findet man 
Schlömilch, Analysia I. 8 
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Yds — Zdy ds? 


EI yı Zi 
Ä _. Zds — Xdz ds? 
9) ıTTy Ay nr zo 
Xdy — Ydx . 
$—ı = vınmız vr zii 


Für die Grösse des Krümmungshalbmessers erhält man 
?=6i—-? + mW +6— 
und nach Substitution der vorigen Werthe 
ı 0 V(rdze— Zay)? + (Zds— Xdd)?+ (Xdy— Yaz)? 
X?+ 7? +2 
Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, entwickeln wir die unter 
dem Wurzelzeichen stehende Quadratsumme, geben ıhr die neue Form 
X2(dy? +de!) + Y?(de?+ da?) + Z?(dx? + dy?) 
— 2(XYdxdy + ZXdedz + YZdydse) 
und ersetzen die Coefficienten von X?, Y?, Z? durch die gleichgel- 
tenden Werthe 
ds? — da?, ds? — dy?, ds? — de?; 
die vorige Quadratsumme geht dann über in 
(X? + Y2+Z9ds? — (Xdxr-+ Yayı Zass, 
und hier verschwindet der Subtrahend vermöge der in Nro. 4) ange- 


gebenen Werthe von X, Y, Z. Damit verwandelt sich die Formel 
10) in die folgende 


ds?. 


ds? 
” Syarrrm 


Ferner überzeugt man sich durch gewöhnliche Ausrechnung von der 
Richtigkeit der Gleichung 


+ 7? + 2°= [(d2)? + (d?y)? + (dee)? — (d?3)?] ds, 
und kann daher statt der Formel 11) auch die folgende schreiben 
ds? . 
diese ist wieder einerlei mit 
1 


vl. ‘= 2]: ea 


wie man durch Ausführung der angedeuteten Differentiationen finden 
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wird. Endlich kann man die Formeln 9) durch die folgenden er- 








setzen _ 
ee 
13) &E— 20? ds n—y=0? ds t—:— 0? _N\ds/ 
ds ds ' ds. 


Nicht überflüssig ist die Bemerkung, dass man zu diesen For- 
meln auch auf einem anderen Wege gelangen kann, wobei der Krüm- 


mungshalbmesser als der Grenzwerth des Verhältnisses = angese- 


hen wird, wenn Ir den Winkel zwischen den Tangenten in den 
Punkten P und P, bedeutet. Wir wollen diese Betrachtung kurz 
durchführen, weil sie das stereometrische Seitenstück zu der auf 
S. 98. gegebenen Entwickelung ist. Die Tangente im Punkte P 
bildet mit den drei Coordinatenachsen die Winkel r,, T,, t,, deren 
Cosinus an die Gleichung 
14) (cos Tz)? + (cost,)? + (cost,)? = 
gebunden sind; die Tangente im nächsten Punkte P, schliesst mit 
den Achsen drei neue Winkel ein, deren Cosinus von den vorigen 
Cosinus verschieden sind und durch 
08T, + Acost,, cost, + Acost,, cost, + Jcost, 
bezeichnet werden können; für dieselben gilt die entsprechende 
Gleichung 
15) (cost„ + 1 cos T,)? + (cost, + cos t,)? + (cos t,+J cost,)?—1. 
Beide Tangenten bilden mit einander den Winkel Ir, welcher be- 
stimmt wird durch die Formel 
cos AT — C08ST,(c08stz + N1cost,) + cost,(cost,-H A1cost,) 
4 cost,(cost, + Jcost,). 
Subtrahirt man das Doppelte dieser Gleichung von der Summe der 
Gleichungen 14) und 15), so bleibt 
2(1— cos At) —= (Acost,)? + (Acost,)? + (Jcost;)?, 
woraus folgt 
2sint Ar — V (Acost,)? + (Acost,)? + (Acos t,)?. 
Ferner ist, wenn der Bogen PP, mit fs bezeichnet wird, 
As _sinz It As 


Ir IIr 2sinidr 
und nach dem Vorigen 
As _siny It 1 





= a 
Ir I.IT V 1 cos =) (@ cos ")' + A cos =)" 
As r Is As 

| ge 
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Gehen wir nun zur Grenze für verschwindende /sund Ir über, 
so erhalten wir linker Hand 
As ds 


Lim = dr 
rechter Hand convergirt der erste Bruch gegen die Einheit, und da- 


mit gelangen wir zu der Formel | 
1 


= V dcos =) d cos T,\? d cos a4 
ds r ds ) + ds 
welche nach Substitution der Werthe von cosT., cos Ty, cost, (Nro. 6 
in $. 25) mit Formel 12) identisch wird. 


Die obigen Formeln zur Bestimmung des Krümmungsmittel- 
punktes sowie des Krümmungshalbmessers gelten völlig allgemein, 
welche auch die unabhängige Variabele sein möge; sie vereinfachen 
sich aber, wenn man eine der Grössen %, y, £, 8 als unabhängige 
Veränderliche betrachtet. Wird z.B. die Curve durch ihre Horizontal- 
und Verticalprojection bestimmt, so ist x die unabhängige Variabele, 
dx ein irgendwie beliebig gegen die Null convergirender und eben 
desshalb von x unabhängiger Zuwachs des &, folglich d?z = 0; un- 
ter Benutzung der gewöhnlichen Zeichen 


d d? | 
| Tr =y' — px), Ts =y"—= p"(x) uS8. W. 


erhält man jetzt aus den Formeln 11) und 9) 
IN) ey A 
(y’e" — y"2')? + y"2 + g""? 
y' y" + g' g" 
_ y" —_ (y’ 2" __ y"g’)g’ 
18) 72-y9=e_  (dH+ye re 
2" + (yet — y"e')y’ 

Die Gleichungen 18) enthalten nach Substitution der Werthe 
von y, 9’, 4", 2,2’, #”. und g nur die vier Variabelen x, E85; 
man kann daher durch Elimination von & zwei Gleichungen zwischen 
&, 0, & bilden. Diese neuen Gleichungen bestimmen den geometri- 
schen Ort der Krümmungsmittelpunkte. 

Besonders symmetrisch gestalten sich die Formeln, wenn man 8 


als unabhängige Variabele, mithin &, y, # als Functionen von 8 an- 
sieht; es ist dann d?s — 0 und 





Ee- = — oe 


6—,—g? 
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ga 5: 73) 
d?x d? d’s 
20) 5 —- 2 =0'—— sr’ n-y=07- u u Jr Pr 


II. Wir kehren wieder zu den Formeln 6) zurück, um eine weitere 
Bemerkung daran zu knüpfen. Legt man durch den Punkt P eine 
Ebene senkrecht zur Grenzlinie 6), so erhält man die Ebene des 
Krümmungskreises, die sogenannte Krüämmungsebene; ihre Glei- 
chung ist bereits in Nro. 8) gefunden worden, nämlich 

X(6—2) + Yn—y) +26—-9)=0. | 

Diese Ebene ändert ihre Lage von Punkt zu Punkt, und man 
kann daher den Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Krüm- 
mungsebenen bestimmen. Da der Winkel zwischen zwei Ebenen der- 
selbe ist wie der Winkel zwischen zwei auf diesen Ebenen errich- 
teten Perpendikeln, so brauchen wir nur den Winkel zu ermitteln, 
welchen zwei aufeinander folgende Grenzlinien einschliessen. Die 
Richtungswinkel 9,, 9,, 9, der ersten Grenzlinie befriedigen die 
Gleichung 

(cos d,)? + (cos 8,): 2 + (c089,)? =]; 

die zweite Grenzlinie hat andere Richtungswinkel, deren Cosinus 

durch c0s®, + 1c08%,, cos®d,-+ Icos®,, cos®, + 1c0s®9, darge- 

stellt werden können, und für welche die Gleichung gilt 

(co8d,+ 4 008 9)? + (cos 9, + I 0089,)? + (cos d, + 1cos 9:)"—1; 

endlich bilden die beiden Grenzlinien mit einander einen Winkel Io, 

dessen Cosinus durch folgende Formel bestimmt wird: 

cos Io — c089,(cos®, + Acos®,) + cosd,(cosd, + LScos®,) 
+ c089,(cos9, + 1c0s9,). 

Subtrahirt man das Doppelte dieser Gleichung von der Summe der 

beiden vorigen Gleichungen, so erhält man 

2(1 — cosdo) = (1c0s9,)? + (Icosd,)? + (Acos®,)?, 


2sin) Io = V (Acos®,)? + (Acos9,)? + (A cos 9,)%. 


Ferner ist 
As _sinz do As 
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beim Uebergange zur Grenze für verschwindende /s und /® wird 


Lim —— de — ds —— und diese Grösse nennt man den Halbmesser 
Io do 

der zweiten Krümmung oder den Torsionshalbmesser; er 

liegt senkrecht zum Krümmungshalbmesser und bestimmt sich durch 


dıe Formel 


21) 1: 


91 V@ c08 ) „ (4eos 2)’ „ (4eos 2 
ds ds ds 
Differenzirt man cos®#,, cos®,, cos®,, indem man ihre Werthe 
aus Nro. 6) nımmt und die Abkürzungen 
22) U=YdaZ— ZaY, V=-ZdX— XdZ, W=XdY— YaX, 
R—X?+ y? + 23 
einführt, so findet man leicht 
N ee dcos®, re , dd, I, 
(d4cos®#,)? + (dcos®,)? + (d.cos #,)? 


_ (R+LN+W)(X?+Y2+ 2) - (UAVY+WZI 
m TI Tg TI 








zufolge der Werthe von U, Y, W iıstaber UX-VY+-WZ=0, 
mithin 
3 2 3 
(d. cos 8)? + (dcos9,)? + (dcos#,)? — tr, 
| R?ds 
23) 01 m — 
vv + y2ı m 
Um U, V, W weiter zu entwickeln, berechnen wir zuerst 
dX = dyd!e — ded’y,dY = ded?x — dxd?e, 
dz = dxdiy — dyd?z, 
und leiten hieraus U, V, W nach Nro. 22) ab, indem wir zur Ab- 
kürzung setzen | 
24) S= (dud’y — deydda)dz + (d?ed?z — d’xd!z)dy 
+ (dyd?e — d?ed’y)da; 
wir erhalten . 
U=Sdı, V=Sdy, W= Sde, 
ver + em + m—=8Vanr + ap + de ds, 
mithin nach Nro. 23) 
x? 2 2 
25) a= Ft, 
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Wenn für alle Punkte einer Curve die Gleichung 8 = 0 b«- 
steht, so ist 0, = oo, d.h. jezweiauf einander folgende Krümmungs- 
ebenen fallen zusammen. Die Gleichung S = 0 spricht also die 
allgemeine Bedingung aus, unter welcher eine im Raume liegende 
Curve eben ist. 


8.27. 
Tangentislebenen und Normalen an Flächen. 


Die Gleichung einer Fläche kann entweder in der unentwickel- 
ten Form 


1) F(@,y,2) = 0 

oder in der entwickelten Form ‘ 

2) e= fl, y) 

gegeben sein, jedenfalls enthält sie zwei unabhängige Variabele, 
Fig. 31. welche in Fig. 31 durch 


die Coordinaten OM=ıx 
und MN —=y dargestellt 
sind, während die dritte 
Coordinate NP=x von 
x und y abhängt. Einer 
partiellen Aenderung des 
x um MM, —=N N} —4r 
’ : entspricht eine partielle 
Po Ta we “  Aenderung des, welche 
durch Az, bezeichnet 
werden möge; ebenso 
führt die partielle Aen- 
derung des y, nämlich 
NN, = Ay, zu einer 
zweiten partiellen Aende- 
rung desz, die /2, heis- 
sen möge. Durch die drei 


Z q 





Punkte P, P,, P,, deren Coordinaten sind 

425 + Is ya + Is; u yt Ave H+ Sm 
legen wir eine Ebene, und eg sei die Gleichung der letzteren 
3) £=45+Bn +6; 
.die Coefficienten A, B, C müssen dann folgende Bedingungen er- 
füllen 
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4). s=Axr +By+tC, 
»+ 412. —=Alc+ A) + By+ c, 
s+4,=4Ast+By+ LIy)+ 0. 


Hieraus erhält man leicht 

















__ 48 Ie, _ At, Ae, 
mithin ist dıe Gleichung der Sehnittehene pP a Ps 
— 
-,ı=—, 6 —Y). 





Bei erschwindenden. ” und Ay ae die Punkte P, Pı, Pı 
in einander, die von der Ebene abgeschnittene Kappe zieht sich auf 
einen Punkt zusammen, die Schnittebene wird zur Berührungsebene, 








die partidllen Differenzenquotienten Ze und Ge gehen in die par- 
tiellen Differentialquotienten — und en über, und daher ergiebt 


sich 
s) == D+ 0) 


als Gleichung der Tangentialebene. 

Dass wirklich diese Ebene alle durch den Punkt xyz gehenden 
Tangenten der Fläche in sich enthält und daher mit Recht die Be- 
rührungsebene heisst, kann man auf folgende Weise sehen. Durch 
zwei Punkte der Fläche, deren Coordinaten x, y, zundz + JIz, 
y-+ JIy, x + Is sein mögen, legen wir eine Gerade; ihre Glei- 
chungen sind 


n-y=Fe-9, E- „_ 6-2) 


Halten wir den ersten Punkt fest und lassen /x, Iy, Is gegen 
die Null convergiren, so wird die Secante zur Tangente, und die 
Gleichungen der letzteren sind 


n-y=Hl-n), t-+= dm 


Der Uebergang von einem Flächenpunkte zum anderen ge- 
schieht nun im Allgemeinen auf die Weise, dass man sowohl x als 
4y willkührlich wählt und die entsprechende totale Aenderung des 


2 berechnet; es ist daher Ay ‚ mithin auch, = eine ganz beliebige 


As 
Grösse q und zwar, geometrisch betrachtet, die trigonometrische Tan- 
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gente des Winkels zwischen der x- Achse und der Horizontalprojec- 
tion der Tangente. Anderemeite hat 'man 


08 ds 
ds = Fr dx +22 Y, u = + Fr g» 
folglich als Gleichungen Igond einer durch den Punkt xy# gelegten 


Tangente 
2 —y=qıl—d, $-ı= + a)e-n. 


‘Lässt man den Winkel zwischen A x- 1 Achse und der Horizon- 
talprojection der Tangente von 0° bis 360° gehen, mithin q alle 
Werthe von — oo bis + co durchlaufen, so erhält man rings um den 
Punkt xyz herum alle Tangenten der Fläche; die Gleichung des geo- 
metrischen Ortes jener Tangenten ergiebt sich durch Elimination von 
q aus den beiden vorigen Gleichungen, und sie ist identisch mit der 
Gleichung 5). 

Die Winkel, welche irgend eine auf der Tangentialebene errich- 
tete Senkrechte mit den Coordinatenachsen einschliesst (die sogenann- 
ten Stellungswinkel der Ebene), mögen v,, v,, v, heissen; nach bekann- 
ten Formeln der analytischen Geometrie erhält man dafür aus Nr. 5) 


= 


OO VEejH@y +: ‚w 


Ver oz 


Eine im Berührungspunkte der Tangentialebene auf letzterer 
errichtete Senkrechte wird die Normale der Fläche genannt; ihre 
Richtungswinkel sind identisch mit v,, v,, v, und daher durch die 
Formeln 6) gegeben. Da ausserdem die Normale durch den Punkt 
xye gehen muss, so sind ihre Gleichungen nach bekannten Regeln 
leicht aufzustellen; man findet 


N) E-a=—-ZEl-9 n-9=- 6-9. 


122 Cap. III 8. 27. Tangentislebenen u. Normalen an Flächen. 


wobei man sich die Normale auf die Ebenen x und yz projicirt zu 
. denken hat. 

Die in den Formeln 5), 6) und 7) vorkommenden partiellen 
Differentialquotienten berechnet man entweder direct aus Nro. 2) oder 
aus Nro. 1) nach den Formeln 


OF or 
0 __ dx 0 __Y . 
0% OF’ oY or 

2s 2s 


Im letzteren Falle nimmt die Gleichung der Berührungsebene fol- 
gende symmetrische nn an 


) ZE-D+ Ta + 
Setzt man ferner zur Ahkörsung 





OF\2 OF\? oF\? 

” v-V(&)+ +) 
so erhält man aus Nro. 6) 

°F 9F or 

0 ° 8 
0 mn, u, un, 
und als Gleichungen der Normale: 

E-2_n—y _$—8 
” SF — or — or 

0x oy 0% 


Passende Beispiele für alle diese Formeln bieten die Flächen 
zweiten Grades; bei den Flächen ohne Mittelpunkt, deren Gleichun- 
gen von der Form # = Az? + By? sind, wird man sich der For- 
meln 5), 6) und 7) bedienen; bei den centralen Flächen, deren Glei- 
chungen in dem Schema Az? + By? + Cz? + D= 0 enthalten 
sind, ist die Anwendung der Formeln 8) bis 11) bequemer, weil man 
damit Wurzelzeichen vermeidet. Für das dreiachsige Ellipsoid z. B., 
dessen Gleichung 


3 y? 83 . 
atrutarımt Re 


c 
ist, findet man als eehuns der Tangentislebene 


ZE-+ En -W+Zzi-N=0 


oder 
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% Y 
woraus folgt, dass die Strecken, welche die Berührungsebene von den 
ı3 m 3 
Coordinatenachsen abschneidet, der Reihe nach — , > und — sind. 


=1l, 


8. 28. 
Die Krümmung der Flächen, 


Um die in einem bestimmten Punkte stattfindende Krümmung 
einer Fläche kennen zu lernen, ist es das Natürlichste, durch jenen 
Punkt eine Normale auf die Fläche, durch diese Normale eine Reihe 
von sonst beliebigen Ebenen zu legen und die Krümmungen zu unter- 
suchen, welche dıe Durchschnitte dieser Ebenen und der Fläche be- 
sitzen. Dieser Gedanke lässt sich auf folgende Weise ausführen. Die 
Gleichungen der Normale im Punkte zy# mögen sein 
) $-e+rd-J=0mwmin—y+4ß-)=0, 
wobei wir zur Abkürzung 


2) 


gesetzt haben; die Gleichung einer beliebigen Ebene sei 

3) et ßa ty); 

soll diese Ebene die Normale in sich enthalten, so muss die Glei- 
chung 3) auch dann noch bestehen, wenn man statt & und n die aus 
Nro. 1) entnommenen Werthe einsetzt; dies giebt 


Fer Bd)SEtesx +Pfy+ ler tßNDe—|, 
und diese Gleichung kann für jedes & nur dann erfüllt sein, wenn 
gleichzeitig die Beziehungen 
4) .y=u&p + ß 9; 
5) ' axt+ßy+tYye=1 
stattfinden. Die so bestimmte durch die Normale gehende Ebene 
bildet mit der Fläche eine Durchschnittslinie, die wir einen Normal- 
schnitt nennen wollen; die Gleichungen desselben würde man da- 
durch finden, dass man erstlich in Nro. 3) x, y, # für &, n, & setzte, 
wodurch man auf die Gleichung 5) kommt, und dann aus dieser und 
der Gleichung der Fläche s = f(x, y) einmal s, das andere Mal y 
eliminirte.e Für die Krümmung des Schnittes hat man, x als unab- 
hängige Variabele angesehen, nach Formel 17) in $. 26. 
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6) 1 _ (ay d?2 — d?y ds)? + (dxd?y)? + (dx ae". 
m (Ge Fay’ F de) 
ferner durch Differentiation der Gleichungen der Fläche und der 
Ebene: 
de _ da + =pdz + gdy, 
a ano, | 
und durch nochmalıge Differentiation: 
des —=rda? + 2sdedy + tdy? + qdy, 
| Bay + yde=0, 
wobei von folgenden Abkürzungen Gebrauch gemacht worden ist: 
7) = 0: _—= Fe — € 
022’ 02 0y' a 
Aus den obigen Gleichungen erhält man durch gewöhnliche 
Elimination: 


A — ih Tui & 


Setzt man ferner zur Abkürzung 


dy dy\2 
8) +24: 
so findet sich für die zweiten Differentialquotienten: 
a) __ Mr de__ MB 
a. Br da Brar 


Bevor wir diese Werthe in die Formel 6) einsetzen, bemerken 
wir noch folgende Transformationen : 
da? + d? +aR _ BHt+aM’ te +PN? + (Pf — gm)? 

da? (B + gay)? 
wobei sich der Zähler mit Rücksicht auf y = pe + gß in die 
Form bringen lässt: 
RA HMHEAHEDIH+2LP HD ++ )y?—2aßpg 
= +++ HM RP Pi—2aßpg+Y? 
=? + +HM)ArPHN); 
demnach ist also 
da? + dp +dn _ (a + BP + yY NS 

” an TE ° 
wobei zur Abkürzung gesetzt wurde: 
10) M=1i+pP+gq. 
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Man hat nun weiter 
ayaıs—dsdy _—Pletymatrad-ıd„___ CH 
das u B+rg? P+va 
und zufolge der oben bestimmten zweiten Differentialquotienten von 
yund x: 
(er — er, U) 4 d’e = (0? + PH MM 
dx? da? dı? (B -H yq)? 
Mittelst dieses Werthes und der in Nro. 9) bemerkten Substi- 
tution erhält man für die Krümmung des Normalschnittes: 


11) 1 ___Mß+ re? 
e Ma+P+Y) 
oder auch durch Elimination von ß + yg aus 9) und 11): 
12) | I = _ Hi . 
eo Nam Hay Fan) | 
Bezeichnet man 2 kurz mit y’, setzt für ds seinen Werth 


pydz + qdy= (p + qy’)dz, und für M den ursprünglichen Aus- 
druck r + 2sy’ + ty’?, so hat man noch 
13) 1ı_ r + 2sy’ + ty” 

e Nıtyv?+o+ay) 
In diesem Ausdrucke für die Krümmung eines Normalschnittes 
sind die partiellen Differentialquotienten ?, g, ?, 8, t von der Natur 
der Fläche einzig und allein abhängig, unabhängig dagegen von 
&@, ß, 9, d. h. von der Lage des Schnittes gegen die Normale oder 
gegen die Tangentialebene, nur y’ enthält «, ß, y; denn es ist 


or ß 
v2 —_s+trtBor _ - 
P+rg +(ep+Pgya j 

—arg)+pa 


und es hängt demnach y’, mithin auch die Krümmung des Normal- 
schnittes, von dem Verhältnisse £ ab. Aendert man dieses fort- 
während, so dreht sich die Ebene des Normalschnittes um die Nor- 
male, zugleich erhalten y’ und — andere Werthe und man kann 


demnsch die Krümmung als Function von y’ ansehen. Nach dem 
Theoreme in $. 8, I. nimmt dieselbe zu, so lange der Differential- 


quotient d ) :dy’ positiv bleibt, und sie nimmt ab, so lange 
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er negativ ist; ein Wechsel der Krümmung findet also in dem 
Falle statt, wo " 
F 2) 
© — oO 


| dy 
wird; durch Ausführung dieser Differentiation erhält man als Bedin- 
gung dafür 
14) ee+t)= NW +bo+tayvN)gd. 


Eliminirt man _ aus dieser und der Krümmungsgleichung, so 
folgt 





r+2sy' +iy?  14+y"+(p+gy”)? 
st ati rmy 
und durch Entwickelung nach Potenzen von y’: 
155) [Ü+Ms— als? + [U+PMr—-A+IUy 
+rgar—-(1+mM)s—=0. 
Die. Auflösung dieser Gleichung giebt nun diejenigen Werthe 


von y’, mithin auch die Werthe des Verhältnisses £ für welche 


ein Wechsel der Krümmung, also eine grösste oder kleinste Krüm- 


mung stattfindet. Vorausgesetzt wırd dabei nur, dass die Differen- 
tialquotienten 9, q, r, s, t in dem Punkte xyz endliche bestimmte 
Werthe haben, dass also xyz keinen ausgezeichneten Punkt (wie 
z. B. eine Spitze) bedeutet. Die Gleichung 15) zeigt nun die Exi- 
stenz von zwei Hauptnormalschnitten, deren gegenseitige I,age man 
dadurch erfahren kann, dass man die Gleichung vereinfacht, indem 


man den Punkt xys zum Anfangspunkte der Coordinaten und die 
'Tangentialebene im Punkte xyz zur Ebene xy nimmt. Es ist in 


diesem Falle = y=z=0, ferner constant & — 0; die Glei- 
chung der Tangentialebene wird p& + qn = 0 und diese kann für 
alle n und & nur bestehen, wenn p — q — 0 ist. Die Gleichung 15) 

verwandelt sich jetzt in die folgende: | | 


y? + 


welche immer zwei reelle Wurzeln besitzt. Ist nun weiter y—xtan 
die Gleichung der Spur, welche ein Hauptnormalschnitt mit der Coor- 
dinatenebene xy (der Tangentialebene) bildet, so hat man 


„== ima, 


vr—!t 
$ 





y—1l=0, 
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mithin statt der vorigen Gleichung die folgende: 


tan?o + M 





no —1—0, 
$ 


deren Wurzeln tan ©, und tan @, heissen mögen; für diese gelten die 
beiden Beziehungen | 


t— 
tan 0, + tanag = L 





‚tano, tan —= — 1, 


deren letztere identisch mit der Gleichung cos (@, — @) — 0 ist. 
Daraus folgt & — @; —= +1, oder mit anderen Worten, dass die 
Hauptnormalschnitte auf einander senkrecht stehen. 


Statt der Gleichung 15) kann man auch eine quadratische Glei- 
“chung aufstellen, deren Wurzeln der grösste und kleinste Krüm- 
mungshalbmesser selbst sind; sie ergiebt sich, wenn man aus den 
Gleichungen 13) und 14) nicht g, sondern %Y’ eliminirt, wobei zur 
Abkürzung 


L—1 
Yy- 
gesetzt werden möge. Die fraglichen Gleichungen sind dann 
Ar+2sy +4y)=1+y"+(p+tay”? 
As+ty) =rat(li+My; 
und wenn man y’ aus der zweiten Gleichung in die erste einsetzt, 
so erhält man zunächst: 
Art —A) +21 +? —AM)As—p)+tis— pa)? 
= (l+P)A + — Al)? +2pg(l +g?—At)(As—pg) 
+AHPM)As— pP’, 
oder durch Reduction auf Null: 
AHA) + —A)(l + —A)—(pg— As] = 0. 
Hier kann nun der erste Factor nicht — 0 sein, weil sonst der 
vorhin substituirte Werth von y’, nämlich _ 
"= As—pq 
 1+gQ—At 
unendlich oder unbestimmt (wenn zugleich der Zähler verschwände) 
werden würde, was Beides im Allgemeinen nicht der Fall ist. Es 
muss daher der zweite Factor — 0 gesetzt werden und dies giebt 
bei Entwickelung der Potenzen von A: | 
rs)P—pril+g)—2pgs Hill +) AI HP HP—=0, 


und vermöge des Werthes von A und der Bedeutung von N: 
10) (tt - 9) —[I+ Wr —2pgs+ + ME NE + Ni=0. 


Fe 
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Nennen wir g, und g, die Wurzeln dieser Gleichung, so finden 
zwischen dem grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser im 
Punkte xy die Beziehungen statt: 

17) at ddr tat, 
rt — s? 

Ni 

18) 91 0 = 

Die Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte standen sowohl 
aufeinander als auch auf der Tangentialebene senkrecht; es liegt da- 
her nahe, diese drei Ebenen zu Coordinatenebenen zu wählen, so 
dass nunmehr die vorhin betrachteten Winkel ®, und @, die Werthe 
@, = 0 und @ — 4” erhalten müssen. Die Gleichung 

ri 





tan, 4 tanoy = 


wird jetzt © —= — und zeigt, dass für diesen Fall s = 0 sein 


muss, weil im Allgemeinen r und t endliche Werthe besitzen. Die 
Formel 13) wird 
1 _r+ty” 

ee. 1I+ry®' 
oder wenn y’ = tanv gesetzt wird, wo v die Neigung der Ebene 
irgend eines Normalschnittes gegen die Ebene des ersten Haupt- 
schnittes (g,) bezeichnet: . 
> 
— = rcos?v + tsin?v. 


Für die Hauptschnitte ist v = 0 und v — }z, also 








l_ T I t 

a se 
mithin durch Substitution in die vorhergehende Gleichung: 
19) Ra _ cos? v sin?v 

7 Qı 02 


Die Gleichungen 17), 18) und 19) bestimmen vollständig die 
Krümmungen der verschiedenen durch einen Punkt xyz gelegten 
Normalschnitte; aus 17) und 18) erhält man die Krümmungen der 
Hauptschnitte, aus 19) die Krümmung eines beliebigen anderen Nor- 
malschnittes, welcher mit dem ersten Hauptschnitte den Winkel v 
bildet. ’ 

Bemerkenswerth ist noch der specielle Fall, in welchem man 
den x, %, & solche Werthe ertheilt, dass 
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20) it» _p2g tr 


r 8 
wird; es ist nämlich unter dieser Voraussetzung 
A+MA+N) _ PR A+MALN) rt 
rt ur Zu p?gq° 5, 
woraus man leicht findet: 
rt— 8? 


Ir ?+r’?=N=pg 


Die Gleichung 16) verwandelt sich jetzt in die folgende: 


2pqN p?gq? N? 
2 _. —_—_2_ ER. EREREEE 
0 oe + 5 


welche die gleichen Wurzeln 





=(, 


1=R= = N 
besitzt. Aus Nro. 19) erkennt man weiter, dass jeder Normal- 
schnitt durch diesen Punkt dieselbe Krümmung — — — besitzt; 
1 


der fragliche Punkt heisst dann ein Kreispunkt der Fläche. Durch 
Verbindung der zwei in Nro. 20) aufgestellten Gleichungen mit der 
Gleichung der Fläche erhält man drei Gleichungen zur Bestimmung 
- der drei Unbekannten x, y, 2. 


Besitzen die Krümmungen — und e der beiden Hauptschnitte 
| 1 2 


dasselbe Vorzeichen, so kommt dieses auch der Krümmung 7 jedes 


anderen durch denselben Punkt gelegten Normalschnittes zu, wie man 
aus Nro. 19) augenblicklich ersieht. Dann kehren sämmtliche Nor- 
malschnitte des Punktes ihre convexen Seiten derselben Gegend des 
Raumes zu und die Berührungsebene liegt gänzlich auf der einen 
Seite der Fläche. Wenn dagegen g, und gu entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben, so ist (nach derselben Gegend des Raumes hin) der 
eine Hauptschnitt convex, der andere concav, und die Krümmung 
wechselt zwischen beiden Schnitten ihr Zeichen; die Tangentialebene 
liegt in diesem Falle nicht auf einer Seite der Fläche, sondern schnei- 
det dieselbe in ihrem späteren Verlaufe. Eine derartige Fläche ent- 
steht z. B. durch Umdrehung einer ebenen Curve, die der Drehungs- 
achse ihre convexe Seite zuwendet. 

Ausser den obigen zwei Gattungen von Flächen, welche die 
Namen der concav-concaven und der convex-concaven Flächen führen, 

Schlömilich, Analysis. IL 9 
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giebt es noch eine dritte Art, welche den Uebergang von der einen 
zur anderen Gattung bildet; es sind dies die Flächen, an denen der 
eine Hauptschnitt in jedem Punkte die Krümmung Null besitzt, d.h. 
eine gerade Linie ist. Da in jedem Falle die Tangentialebene die 
Tangenten der Normalschnitte, also auch die Tangente des geradlini- 
gen Normalschnittes enthält, so ist unmittelbar klar, dass den ge- 
nannten Flächen die Eigenschaft zukommt, von einer Ebene nicht 
nur in einem Punkte, sondern in einer Geraden berührt zu werden. 
1 
3 
Flächen die Krümmung gleich Null; als analytisches Kennzeichen 
dafür ergiebt sich aus Nr. 18) rt — 8? = 0, oder: 
022 033 023 ) _ 
02 yo \da0y) 

Die durch diese Gleichung charakterisirten Flächen sind übri- 
gens sämmtlich abwickelbar, und darin unterscheiden sie sich geo- 
metrisch von den vorigen Flächenarten. Weitere Auseinandersetzun- 
gen hierüber gehören in die höhere Geometrie. 


die Krümmung einer Fläche, so ist für diese 





Nennen wir 


8. 29. 
Einhüllende Curven. 


In der Gleichung einer ebenen krummen Linie kommen ausser 
‘den Coordinaten eines beliebigen Curvenpunktes gewöhnlich noch 
constante Grössen (sogenannte Parameter) vor, wodurch sich die 
Dimensionen, Gestalt oder Lage der Linie bestimmen; eine solche 
Constante sei A und 


1) F(x,y,h)=0 


die Gleichung der betreffenden Curve. Giebt man dem % verschie- 
dene Werthe 6, 20, 306, 4Ö etc., so erhält man eine Reihenfolge 
von Curven derselben Art, die sich aber in ihren Dimensionen, Ge- 
stalten oder Lagen von einander unterscheiden. Hierbei kann es 
geschehen, dass jede solche Curve die nächste schneidet, und in die- 
sem Falle entsteht die Frage nach dem geometrischen Orte der 
Durchschnittspunkte. Nennen wir k irgend einen individuellen Werth 
des A, und k + Ö den nächsten Werth von h, so gelten für den 
Durchschnitt der beiden entsprechenden Curven gleichzeitig die bei- 
den Gleichungen 


UP, UT WW ,.ı Zn ze 
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Fe,y,$)=0'uwud Fa@,y,3+9)=0 
oder auch 
2) F@,y,k)— 0 und Fuyti)oreyD 0; 


die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes findet sich nun 
durch Elimination von k aus diesen beiden Gleichungen und würde 
von der Form f(x, y, ö) = 0 sein. Lassen wir ö gegen die Null 
convergiren, so folgen die anfangs genannten Curven stetig aufein- 
ander und die Grenzgleichung f(x, y) = 0 bestimmt den geome- 
trischen Ort ihrer gleichfalls continuirlich aufeinander folgenden 
Durchschnittspunkte. Dieser geometrische Ort heisst die einhül- 
lende Curve jener Schaar von Linien; ihre Gleichung ergiebt sich 
durch Elimination von % aus den beiden Gleichungen 
oF@,y,k)_ 0 

0% . 
Fig. 82. I. Das erste Beispiel hierzu 
mag etwas ausführlicher betrachtet 
werden. In einem gleichschenkligen 
Dreiecke ABC (Figur 32), dessen 
Schenkel AC= BC=csein mögen, 
zieht man die Geraden M.N so, dass 
immer CM = BN ist; man sucht 
die Einhüllende aller dieser Geraden. 
Nehmen wir AC als Abscissen-, BC 
als Ordinatenachse und setzen 


CM=BN=k, 


so sind die Gleichungen zweier sol- 
A chen Geraden 





N 


el 








be I _ —_ — ı _ I _— 
a ger a Er tor 
oder auch, wenn man die Brüche wegschafft, die zweite Gleichung 
von der ersten abzieht und mit d dividirt, 
(—k)a+ky=k(c—k), 
| 2k—c—c+y+d—=0. 

Der zweiten Gleichung kann man den Werth von % entnehmen 
und in die erste substituiren; die Gleichung des gesuchten Ortes lau- 
tet dann . 
22 + y — 2ıy— 2cr — 2cy +2 — 90, 
9% 
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und bestimmt eine Parabel, auf welcher die Durchschnitte aller Ge- 
raden liegen, welche dadurch entstehen, dass M und N jedesmal um 
Ö fortrücken. Für stetig nach einander folgende Gerade hat man 
daher als Gleichung der einhüllenden Curve | 


x - y9 — 2ry—2cı - 2cy+®=0 


Vz +Vy=Ve 


Dasselbe findet man unmittelbar, wenn man % aus den Glei- 
chungen 


oder 


=, 9 _ er 4 _ 
Era m ut _m—. 


eliminirt*). Beiläufig werde noch bemerkt, dass der Scheitel dieser 
Parabel in der Mitte der Dreieckshöhe CD liegt, dass sie von AC 


“ und BC berührt wird, und dass ihr Halbparameter — 32 





CD ist. 
I. In Fig. 33 sei F ein leuchtender Punkt, C.D die Trennungs- 
Fig. 88. linie zweier durchsichtigen 


Media von verschiedener 
Brechbarkeit, FM einLicht- 
strahl, welcher bei M jene 
Trennungslinie trifft und 
nach dem bekannten Gesetze 

sinNMP _ 

sinNMF " 
gebrochen wird; man sucht 
die einhüllende Curve aller 
gebrochenen Strahlen. 
Nimmt man C zum Üoor- 
dinatenanfang, den unge- 
brochenen Strahl OX zur 
&-Achse, OD zur y- Achse 
und setzt FÜ=c, CM=k, 
1 — m? = n?, so ist die Gleichung irgend eines gebrochenen Strah- 
les MP 


—(|E. 





*) Man ersieht hiesaus sehr klar die Bedeutung des Differentiales. 
Denkt man sich nämlich die verschiedenen Punkte M in gleichen Ab- 


ständen, so ist d ein aliquoter Theil von c, etwa d — ; andererseits’ 


muss #, insofern es einen Zuwachs von % darstellt, mit 4% bezeichnet 
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mk 


= ————m % k 
IT VYarmk u 
oder ' 
4) m? k?2? — (c? + n?k?) (y— k)? = 0. 


Partiell in Beziehung auf % differenzirt giebt dies 
5) m?kz? + (ce? +n?%2) y—k) — n?k (y— k)? — 0; 
multiplicirt man dies mit % und subtrahirt von dem Producte die 
Gleichung 4), so lässt sich der Rest mit y— % dividiren und bleibt 
®/ 03 
ey+nk®—=0 oder k=— en 
multiplicirt man dagegen Nr. 5) mit y—% und addirt Nr. 4), so 
kommt R 
| / min? 
my—n’y—k’?—=0 ode y—k= 
Indem man hierzu den vorigen Werth von % addirt, erhält man 
als Gleichung der einhüllenden Cr Curve 
eay Yy / m? x2y 
m n? 





y—=— 
oder ' 


Ä ; 
9 (7-6) =1 
e c 
Für m > 1 charakterisirt diese Gleichung die Evolute einer 
Ellipse, für m <{ 1 eine Hyperbelevolute; die gebrochenen Strahlen 


stehen also im ersten Falle auf einer Ellipse, im zweiten Falle auf 
einer Hyperbel senkrecht. In jedem Falle ist F' ein Brennpunkt des 


Kegelschnitts und seine Haupthalbachse = mc oder — me wenn & 


den sogenannten Brechungsexponenten bezeichnet. 

III. Man sucht die einhüllende Curve aller Kreise, deren Mit- 
telpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und deren Peripherien 
durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen. Nimmt man die 
Achsen der Ellipee OA=a, CB=b (Fig. 34 a.f.3.) zu Coordi- 
natenachsen und bezeichnet die Coordinaten eines Ellipsenpunktes 
mit p und g, sowie mit r den Radius eines Kreises, welcher p9g zum 
Mittelpunkte hat und durch C geht, so gelten, den angegebenen 
Bedingungen gemäss, folgende Gleichungen: 


werden, und es ist daher Jk = —. Bei unendlich wachsenden n, d.h. 


bei stetiger Aufeinanderfolge der Punkte M, convergirt 4k gegen den 
asymptotischen Werth Null und in diesem Falle tritt d& an die Stelle 
von Ak. 
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p? gg 
@-M+W-VP=Ltr; 
?+i’-r 
aus den beiden letzten folgt 
8) 2 + y? — 2p2 — 2qy—=D. 


Fig. 34. Der veränderliche 
| Parameter ist hier p, und 
für q wäre sein Werth 
aus Nro. 7) zu substi- 
tuiren, doch bleibt die 
Rechnung symmetrischer, 
wenn man die zwei Glei- 
chungen 7) und 8) mit p 
und qg beibehält. Durch 
partielle Differentiation 
derselben erhält man 





° 
+47, 0 


a? b? 0» 
lege oq 
und nach Elimination von Fr) 
. pY 4% __ 
” ve 


Aus den Gleichungen 7) und 9) finden sich p und g, und wenn 

man deren Werthe in Nro. 8) substituirt, so ergiebt sich - 

10) (x? +99? = (2a)?2? + (2b)? y? 

als Gleichung der gesuchten Curve; letztere ist die Fusspunktlinie 
einer aus den Halbachsen 2@ und 2b construirten Ellipse. 

IV. Die Modification des allgemeinen Verfahrens, welche im 
letzten Beispiele benutzt wurde, kann allgemein auf folgende Weise 
dargestellt werden. Die Gleichung der veränderlichen Curve sei 
11) F(z2, y,%x, A) = 0 
und enthalte zwei veränderliche Parameter x und A, welche aber 
nicht von einander unabhängig, sondern durch die Bedingungs- 
gleichung | 
12) y(x,))=0 
verbunden sein mögen. Das Nächstliegende wäre nun, erst A aus 
11) und 12) zu eliminiren und. dann partiell in Beziehung auf x zu 
differenziren; man kann aber auch den umgekehrten Weg gehen, 
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wenn man die Aenderung beachtet, welche A in Folge der Aenderung 
von % erleidet. Aus ” ro. 1» folgt nämlich - 


ran 
andererseits ist nach Nro. 12) 


dA 2% 
ar 
Fr 
und wenn man dies in die vorige Gleichung substituirt, so erhält 
man 


oFE 2&F 
0% 04 
1 ——— _ — (Gi 6 
3) op op 
0% O4 


Durch Elimination von % und A aus den drei Gleichungen 11), 
12) und 13) gelangt man wieder zur Gleichung der einhüllenden 
Curve, 


8. 30. 
Einhüllende Flächen. 


I. Die im Eingange von $. 29 angestellten Betrachtungen sind 
fast wörtlich auf den Fall ausdehnbar, wo die einhüllende Fläche 
einer Schaar von Flächen gesucht wird, welche dadurch entstehen, 
dass man in der Flächengleichung 

F(z,y,2,%) = 0 
der Constanten x stetig aufeinander folgende verschiedene Werthe 
beilegt; die Gleichung der einhüllenden Fläche. ergiebt sich nämlich, 
indem man aus den Gleichungen 
OF(x,y,8,% _ 
1) F(x, Yy,$&; x) = 0 und na, > 
die Grösse % eliminirt. 

Lässt man z. B. den Mittelpunkt einer Kugelfläche auf der 
g-Achse fortrücken und gleichzeitig den Radius proportional dem 
Abstande des Centrums vom Coordinatenanfange wachsen, so ist die 
Gleichung der Kugelfläche 


+9? +@e—9 = (g’; 
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partiell in Beziehung auf % differenzirt giebt dies 
km‘ 

und durch Elimination von % findet sich 





als Gleichung der einhüllenden Fläche. Für g? < 1 ist letztere ein 
Rotationskegel, dessen Achse mit der z-Achse zusammenfällt, und 
dessen Seite mit der Achse den Winkel arcsin q einschliesst.. 

Auch in dem Falle, wo die Gleichung der. gegebenen Fläche 
zwei Parameter enthält und letztere einer bestimmten Bedingung 
genügen müssen, kommt man wieder auf ähnliche Erörterungen, wie 
in Nro.1V. des vorigen Paragraphen; aus den gegebenen Gleichungen 


2) F(x,y,8,%,4)=0 und Pu n=0 
folgt nämlich durch Differentiation 

aF or 

0% 04 
” KURT 

0% 04 


und nachher sind « und A aus allen drei Gleichungen zu eliminiren. 

Endlich kann es auch vorkommen, dass die gegebene Flächen- 
gleichung drei veränderliche Parameter enthält, welche an zwei Be- 
dingungen gebunden sind, dass also folgende drei Gleichungen vor- 
liegen 

F(z,y,8,%,4,u) =0, 
| 9a,a,W)=0, Hai, W)=0. 

In diesem Falle sind A und & implicite Functionen von % und 
daher führt die Aenderung von x zu den Differentialgleichungen 


OF OF dA OF in _ 

„a m a m” 

op, op, a op , du 
ol da Qu dx 

oYy di 0 du _ 

I Harrer 7 Ta 


4) 


_ Die beiden letzten Gleichungen bestimmen Kia und ou setzt, 


0% 0% 
man deren Werthe in die erste Differentialgleichung ein, Bo geht 
diese über in 
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[73 du u Da. Qu 0% 0x ou 
R Or (20 0 _20 20 _, 
| ou \0x 04 0 0) 
und die Gleichung der einhüllenden Fläche ergiebt sich nun durch 
Elimination von %, A, u aus den vier Gleichungen 4) und 5). 

II. Bei den vorigen Untersuchungen wurde immer nur, ein 
Parameter (x) als willkührlich betrachtet, denn in den Fällen, wo 
mehre Parameter vorkamen, waren auch soviel Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden, dass die übrigen Parameter als implicite Functionen 
von % gelten mussten. Anders gestaltet sich die Sache, wenn die 
Gleichung der Fläche zwei von einander unabhängige Parameter . 
enthält, die sich gleichzeitig ändern. 

Die ‚gegebene Gleichung sei 
6) F(x,y,2,%2,4)=0, 
und es werde zunächst % allein um ö geändert; die neue Gleichung 

F(a,y,2,x+06,4)=0, 

wofür man auch schreiben kann 

F(x, 9, 2£,%+0,4) — F(@,y, 2,%, A) 
7) III TI 0, 
charakterisirt dann eine zweite Fläche derselben Art, nur von anderer 
Lage und von anderen Dimensionen. Dasselbe gilt für den Fall, 
dass A allein um & geändert wird, wodurch die Gleichung entsteht 

F(&, Yı#%,%; A+)— Fe, Y, 8, %; A) 
8) III TTMTTIIA?„ = (0 

Im Allgemeinen schneiden sich die drei Flächen, welche den 
Gleichungen 6), 7), 8) correspondiren, in einem Punkte zye, und 
wenn man aus jenen Gleichungen die beiden Grössen % und 4 elimi- 


. nirt, so gelangt man zur Gleichung des geometrischen Ortes aller 


Durchschnittspunkte, vorausgesetzt, dass sich % jedesmal um 1% 
— 6, und A immer um SA — sg ändert. Bei gleichzeitig gegen die 
Null convergirenden ö und & folgen die erwähnten Durchschnitts- 
punkte stetig aufeinander und erzeugen die einhüllende Fläche. Die 
Gleichung der letzteren wird demnach gefunden, wenn man aus den 
Gleichungen 

F(2,y,2,%,4)=0, 


9)! OFlz,y,2,%, A) _ OF(z,y,2,%, A) _o 
0% je 04 


die beiden veränderlichen Parameter x und A eliminirt. 
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Beispielweis suchen wir die einhüllende, Fläche aller Kugeln, 
deren Mittelpunkte auf einem elliptischen Paraboloid liegen, und 
deren Oberflächen durch den Scheitel des Paraboloides gehen. Nen- 
nen wir a, b die Halbparameter des Paraboloides, und x, A, u die 
Coordinaten des Mittelpunktes irgend einer jener Kugeln, so haben 
wir als Gleichung der beweglichen Fläche 

@-9?+9W—-4°?+@-= 
wobei noch die Bedingungen zu erfüllen sind: 
2 3 
= 4 g=ntirp 

Setzt man die Werthe von eE* und u in die erste Gleichung ein, 

so wird letztere 
x2 12 

x? + y2 + 22 — 2uz — 2iy— +7 z ee —=(0; 
durch partielle Differentiationen in Beziehung auf x und A ergiebt 
sich 


% 4 
a re A y+r7,:=0 


und durch Elimination von « und 4 
+2 +M)s tax +byP?—=0. 

Die einhüllende Fläche ist hier dieselbe wie die Fusspunkt- 
fläche eines elliptischen Paraboloides mit doppelten Parametern *). 
Für das hyperbolische Paraboloid gilt ein analoger Satz. 

Wir wollen noch den Fall betrachten, wo die Gleichung der 
gegebenen Fläche drei Parameter x, A, g enthält, welche an eine 
bestimmte Bedingung gebunden sind. Man hat jetzt zwei Gleichungen 
10) F(x,y,2,%,4,W) =, p(x,4,u)=0 
und könnte hieraus (wie im vorigen Beispiele) u eliminiren, um nur 
zwei von einander unabhängige Parameter übrig zu behalten. Dage- 
gen wird die Rechnung eleganter, wenn man diese Elimination bis 
zuletzt aufspart und berücksichtigt, dass u eine implicite Function 
von % und A ist. Durch partielle Aenderung von % erhält man 
nämlich 


mithin, wenn man den Werth von ze aus der zweiten Gleichung 


*) Siehe des Verfassers Analytische Geometrie des Raumes, 3. Aufl. 
8. 266. 
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in die erste einsetzt, 


beide Differentialgleichungen können in der Form 
ar 2F  2F 
0% 04 ou 


11) 


u 9 9 
0% 04 ou 


zusammengefasst werden, und man findet nun die Gleichung der 
einhüllenden Fläche durch Elimination von %, A, & aus Nro. 10) 
und 11). 

Beispielweis suchen wir die einhüllende Fläche aller Kugeln, 
deren Mittelpunkte auf einem dreiachsigen Ellipsoide liegen, und 
deren Oberflächen durch den Mittelpunkt des Ellipsoides gehen. 
Sind a, b, c die Halbachsen des Ellipsoides, %, A, u die Coordinaten 
eines Kugelcentrums, so hat man als Gleichung der beweglichen 
Kugelfläche 

xy? + 82 — 200 — 2Ay — 2ue—=(, 
wobei x, A, u der Bedingung 


43 1? u? : 
atrtuntranı-t 
genügen müssen. Die Gleichungen 11) sind hier 
a _ Ey _ ce 
% A u 


und durch Elimination von %, A, u ergiebt sich 
(x? 4- y2 + 82)? = 4(a?a? + b2y? + c28?). 
Die einhüllende Fläche ist demnach die Fusspunktfläche für ein 
aus den doppelten Achsen construirtes Ellipsoid. Für die übrigen 
oentralen Flächen zweiten Grades gelten analoge Sätze. 


Cap. W. 


Die vieldeutigen Symbole. 


8. 31. 


Die Formen $ und © —o. 


I. Wenn die Functionen p(z) und Y(x) für einen speciellen 
Werth von z, etwa für x — «, gleichzeitig Null werden, so nimmt 


der Quotient En 


bekanntlich vieldeutig ist. Um den wahren Werth dieses Bruches 
P(a) 
va) 


bei verschwindenden Ö nähert. Wegen der Vor- 





in diesem besonderen Falle die Form $ an, die 





zu finden, betrachten wir den Quotienten als die Grenze, wel- 


Ya+9) 
dv (a + 6) 
aussetzung (a) = 0 und ı(a) = 0 ist nun : 
Pla +9) — Pla) 
Yla+d) _ Pa +9) — ypla) _ y 
Yla+6) BVa+9) — Ya) Per9Z ı(a)' 


cher sich 


und hieraus folgt durch Uebergang zur Grenze für verschwindende ö 
% (a) v (a) 

d. h. in dem besonderen Falle x =, für welchen $(x) und 

% (x) sich annulliren, werden die sonst sehr verschiedenen 

9) pe) 

— — und 

vo) Va 








Quotienten einander gleich; Kann man also 
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den Werth des zweiten Quotienten ermitteln, so hat man auch den 
des ersten. Einige Beispiele werden dies zeigen. 
Der Quotient 
KAG _YV e— V a 


vo) Vz — Va 


nimmt für & = a die Form $ an; hier ist 
2 
'(x 12738 _ 
2a _ 3% 2,1 
Y (x) 1573 
und da dieser Bruch für 2—=a den bestimmten Werth ?a 4 erhält, 
so ıst auch 








$(a) 
w =jacl. 
Für x = ix wird der Bruch 

9a) 608 & 

ve) ia—z 
unbestimmt — $ dagegen erhält 

pe) __ sinz 

vo) DT 1 


in demselben Falle den bestimmten Werth 1, der nun auch dem 
ersten Bruche zukommt. 
' 


Nicht selten trıfft es sich, dass der neue Quotient Y@) 


x = a gleichfalls verschwindet; dann muss man auf ihn wieder das- 
selbe Verfahren anwenden. Nehmen wir z. B. 





PD) _ 2 ins 
[Or 


so erhalten wir der Reihe nach 

pl) _1—coosz Ya) _sinz Ya) _ cos 

Ya) 3m ’Yy'a) 6x Ye) 6° 
für <= 0 verschwinden 9 (x), 9’ (x), 9” (x) sowie Y(x) , v (x), %” (x), 
und daher giebt erst der letzte Quotient den wahren Werth des 
ursprünglichen Bruches — }- 

I. Wenn die Functionen F'(x) und f(x) für x = a gleich- 
zeitig unendlich werden, so erhält die Differenz F(x) — f(x) die 
unbestimmte Form @—o; ıhr wahrer Werth findet sich dann auf 
folgende Weise. Man setze 





142 Cap.IV.$. 52. DieFormen&,0.«, 0%, © und 1%. 


1 1 
F@) =FR,(), f@) a 


so ist identisch 


1 
iu A 70 BR 7 u TO FTOH 
für <= a verschwinden F,(z) und fı(x), mithin geht der letzte 
Bruch in $ über und kann nach der vorigen Regel untersucht werden. 
So ist z. B. 

1 1 _e—1l—x 

% e—1 s(e—1)' 
wobei die linke Seite für x = 0 die Form © -— m annimmt, und die 
rechte Seite = $ wird. Setzen wir | 

9@)=e—1—x, Ya) =x(e — 1) 

so erhalten wir der Reihe nach 


p'(e) er—1 p"(@) _ 1 


und hier liefert der letzte Bruch den wahren Werth — }- 


8. 82. 


Die Formen 2, 0., 0%, &° und 1”, 


L Wenn die Functionen f(x) und F(x) für x = a gleichzei- 
| tig unendlich werden, so stellt sich ın diesem Falle der Bruch B 
unter die unbestimmte Form $, deren wahrer Werth q auf folgende 
Weise ermittelt werden kann. Es sei 














der neue Quotient erhält für & = a die Form $ und kann daher 
nach der Regel des vorigen Paragraphen behandelt werden. Dies giebt 


EEE) EEE © A — ——n 


ve) _FSW  Sf@)LF@ 





Y() ___ |F@" _ F@) Re ] 
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f(a) 


‚und für 2 == a, wo 
F' (a) 





den Werth g annimmt, 


„E@ f@)_ 
S'(a) F' (a) 

Die Regel zur Bestimmung des wahren Werthes eines 
vieldeutigen Bruches bleibt also bei der Form £ dieselbe 
wie bei der Form 2 

So wird z. B. der Quotient 

(a) __ logx 
| F(2) cots 
für x = 0 unbestimmt — 2; sein wahrer Werth ist dann einerlei 
mit dem Werthe von 


gq? oderq = 











M 
f@) _ x _ sin“ 
Fa ı 7 ruzn 
sin?z 


welcher in jenem Falle = — M.1.0 = 0 ist. 
Nach derselben Regel findet man auch, dass der Bruch 
. /@) _Isinz 
Fü) ix 
für x = 0 denselben Werth erlangt wie 
f«) cot x 08 2 


Fe) 1 sinz' 








und zwar ist dieser Werth — 1. 

Il. Sind zwei Functionen vorhanden, von denen die eine @ (2) 
für <=a verschwindet, während die andere f(x) für «= unend- 
lich wird, so nimmt das Product p(z) . f(x) für 2 = a die unbe- 
stimmte Form 0: an; den wahren Betrag desselben kann man auf 
zweierlei Weise finden. Entweder setzt man 

1 
— x 
und hat dann 
x 
9.10 = 3; 
für 2» = a wird der Quotient = $ und gentattet (die in & 31 ange- 
gebene Behandlung. Oder man setzt 


= re 
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mithin vo. =, 


der Quotient stellt sich dann unter die Form & und ist nach I. zu 
beurtheilen. Von beiden Methoden wählt man im concreten Falle 
diejenige, welche die wenigste Rechnung verursacht. 

So wird man z. B. an die Stelle des Produetes 


(2-2). tan Z2 
a 2a 


welches für x — a in 0-&» übergeht, den Quotienten 
6-3) 
9) _ 


treten lassen, weil der Differentialquotient des Logarithmus eine ein- 
fache algebraische Function ist; man erhält 


1 sin? II 

pol) _ 2a—ı 2a 2a 

; Ge Don 6 —, 

% (x) I, os 78 x 2a—% 
2a . 2a ‘ 


und für x = a den wahren Werth =. 


Bei dem Producte 
tanz . logz , für 2 =, 

ist es von Vortheil; die Form 

S@) __ 1ogz 

F(x) cot x 
zu wählen, deren wahrer Werth bereits in Nro.I. bestimmt und 0 
gefunden wurde; demnach verschwindet jenes Product gleichzeitig 
mit x. 

II. Wenn ein Ausdruck von der Form [f(2)]? ® für x — a 
eine der vieldeutigen Gestalten 0°, c0%, 1% annimmt, so beachte man 
zunächst die identische Gleichung 

GVayP®@a = ea. @) 
und untersuche das Product Z/(xz) . p (x); ist w der wahre Werth 
desselben, so geht die gegebene Function in e” über. 

So erhält z. B. der Ausdruck 








1 
(sin x) !* 








” 
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für © = 0 die Form 0°; schreibt man aber statt desselben die 
gleichgeltende Exponentialgrösse 


1 Isinz - 
(etenz) Iz — e !x ”, 


so hat man im Exponenten den nämlichen Bruch, dessen Werth in 
Nro. I. untersucht und=—=1 gefunden wurde; der Werth der ursprüng- 
lichen Potenz ist also = el! — e. 

Für x = 0 wird ferner 


1 tanz 
G) er 


beachtet man aber die identische Gleichung 


(2) = e” ix . tanz 


und erinnert sich, dass !x. tanz für x = 0 verschwindet (s. II.), 
so erhält man e' = 1 als wahren Werth der ın Rede stehenden 
Potenz. . 

Für 2 = a verwandelt sich der Ausdruck 


tan = 
@-3) 
173 


in 1%; andererseits ist die gegebene Function gleich 


ı(2— =) ‚tan 
e @ 3a 
’ 


x 


wobei der Exponent für x = a den Werth _ annimmt (s. II.); dem- 


2 
nach ergiebt sich e” als wahrer Werth des ursprünglichen Ausdrucks, 
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Cap. V. 


Maxima und Minima. 


8. 38. _ 


Maxima und Minima der Functionen einer Veriabelen. 


Wenn eine stetige Function f(x) abwechselnd steigt und fällt, 
so giebt es in ihrem Verlaufe Stellen, wo die Uebergänge von Wachs- 
thum zu Abnahme oder umgekehrt .von Abnahme zu Wachsthum 
statt finden. Bei einem Uebergange der ersten Art, welcher etwa 
für ==a eintreten möge, ist der entsprechende Functionswerth f (a) 
grösser als die Nachbarwerthe /(a— h) und f(a+ h), sobald nur 
h hinreichend klein genommen wird; dann heisst /(a) ein Maxi- 
mum der Function f(x). Erfolgt dagegen an der Stelle x = a ein 
Uebergang von Abnahme zu Wachsthum, so ist f(a) kleiner als seine 
Nachbarwerthe /(a— Ah) und f(a-+%h), und dann heisst f(a) ein 
Minimum von /(x). Nach dieser Erklärung versteht es sich von 
selbst, dass derartige Maxima und Minima nur relativ sind und nicht 
immer den absolut grössten oder absolut kleinsten Werth der Function 
darstellen. 

Für welche Werthe von & dergleichen Maxima und Minima ein- 
treten, das entscheidet sich durch ein früheres Theorem ($. 8, I.), 
demzufolge die Function f(x) wächst oder abnimmt je nachdem ihre 
Derivirte /’(x) positiv oder negativ ist. Aendert sich nun f’(x) 
continuirlich, so kann der Uebergang von positiven zu negativen 
oder von negativen zu positiven Werthen der Derivirten f’(x) nur 
mittelst Durchganges durch Null geschehen ; die Werthe von x, wel- 
che f(x) zu einem Maximum oder Minimum machen, sind also Wur- 
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zeln der Gleichung f’(x) —= 0. Dies bedeutet geometrisch, dass 
die Tangente an jedem Culminationspunkte einer Curve parallel zur 
Abscissenachse liegt. 

Hat man die Gleichung f’(x) = 0 aufgelöst, so bedarf es noch 
der Entscheidung, ob die gefundenen Werthe von x Maxima oder 
Minima der Function liefern. Zu diesem Zwecke erinnern wir an 
-die in $. 18 bewiesene Gleichung 


FC+N I -RI@_ jymaron) 


woraus bei verschwindenden % folgt 
a+h) — fla) — hf la 
Im vorliegenden Falle ist « eine Wurzel der Gleichung f’(x)=0, 
mithin f’(a) = 0 und 


mje + NZ J (a) — 1 f"(a) 


obenso, wenn man — h an die Stelle von % treten lässt, 
. a—h) — f(a 
zimO—N —I@ _ rw 


Ist nun f”(a) positiv, so müssen bei hinreichend kleinen A die 
beiden Quotienten 


N 0 fatn-fQ Ja-mM— fl 
) 2 Ä 2 


positiv sein und es bleiben, wenn h gegen die Null convergirt, weil 
ausserdem der gemeinschaftliche Grenzwerth jener Quotienten nicht 
positiv werden könnte; hieraus folgt 
a—h)>fa)<fla+h), 
mithin ist f(@) ein Minimum. Wenn dagegen f"(a) einen negativen 
Werth hat, so müssen bei hinreichend kleinen h die unter Nro. 1) ' 
angegebenen Quotienten negativ sein und bleiben; daraus folgt 
Sa@a—h) <f(a) > fla+h) 
d. h. f(a) ist ein Maximum. Die Entscheidung besteht also darin, 
dass /(a) ein Minimum oder Maximum ist je nachdem f”’(a) positiv 
oder negativ ausfällt. Geometrisch heisst dies: ein unterer Culmi- 
nationspunkt kann nur auf einem convexen Bogen, ein oberer nur auf 
einem concaven Bogen vorkommen. 

Das angegebene Criterium verliert seine Anwendbarkeit, wenn 
f"(a) selber = 0 ist (wie z. B. wenn die Tangente an einem In- 
flexionspunkte parallel zur Abscissenachse liegt); man muss in diesem 

10* 
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Falle die höheren Differentialquotienten von /(x) zu Rathe ziehen, 
indem man den in $. 18 bewiesenen Satz 


SCHW" 
hr 
_f®(a+ PM) - 
 1.2.3...n 


anwendet. Unter der Voraussetzung, dass nicht nur f’(a) = 0 ist, 
sondern auch /”(a), f""(a),...f“*V(a) verschwinden, mithin f® (a) 
der erste nicht verschwindende Differentialquotient ist, vereinfacht 
sich die vorige Gleichung und giebt 
f@a-+h) — f@) _ (a + do 
h" 1.2. 
woraus folgt, wenn h gegen die Null konvergich, 
„jet -/@) __F” FASUR 
h" 1.2..n 
Hier unterscheiden wir die beiden Fälle eines. ungeraden und 
eines geraden n. Bei ungeraden n ist 


met 0 _, ro 


tıaon 
Jla—h) — fla) _ _ 5» N 
Inm hr m nn 


mithin für ein positives /(” (a) und hinreichend kleine A 
fa—h)<Ffla) <fla+h), 
dagegen bei negativen /® (a) 
Sa—h) >f/a)>f(la+h) 
Beide Ungleichungen stimmen darin überein, dass /(a) weder 


ein Maximum noch ein Minimum ist. Wenn dagegen n eine gerade 
Zahl bedeutet, so gelten die Gleichungen 


m. ern — Fü) _ —+ f” e_, 


1.2.. 
F an) _y (a) I” PH - 
Lim hr -t72.. 


mithin ist bei positivem /® (a) und für hinreichend "eine h 


JSa—h)>fl) <fa+h) 


d. h. /(a) ein Minimum; ferner erhält man bei negativen f® (a) 


Ja—h)</a)>fla+h) 
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wodurch ein Maximum angezeigt wird. Alles zusammen giebt fol- 
genden Satz: Ä 
Ein aus der Gleichung f’(x)=0 bestimmter Werth 
von £ macht /(x) nur dann zu einem Maximum oder 
Minimum, wenn in der Reihe der Differentialquotien- 
ten f” (2), f""() etc. der erste für jenen Werth nicht ver- 
schwindende Differentialquotient von gerader Ord- 
nung ist, und zwar findet ein Minimum oder Maximum 
statt, je nachdem der genannte Differentialquotient 
für jenen Werth von & positiv oder negativ ausfällt. 
Den Mechanismus der Rechnung werden die folgenden Beispiele 
zeigen. 
1. Handelt es sich um das Maximum oder Minimum der 
Function | 
I) = x" e”®, ' 
so entwickelt man erst die Differentialquotienten 
fo) = (a— a) ale", 
F"(@) = [a(a — 1) — 2ax + a2] 2°”? e-* 
u. 8. w. 
Nun wird /’() = 0 für = a; dieser Werth giebt f”(a) 
= — a°-1e7@ also ein negatives Resultat, mithin ist 
(a) = at et — (=) 
das Maximum der Function x° e”*. 
2. Es mögen kı, ka,...k„ gegebene Zahlen sein und es soll 
x so bestimmt werden, dass die Quadratsumme 
Sd= Gh? +@-hi + + ah)? 
zu einem Maximum oder Minimum wird. Man hat in diesem Falle 
= 2m (+++ Kal 
= 2n; 
’(&) verschwindet, wenn 
„uAtkt:H4i 
n 
d.h. gleich dem arithmetischen Mittel aus den gegebenen Zahlen 
ist, f”’(x) bleibt immer positiv, mithin wird f(x) bei dem angegebe- 
nen Werthe zu einem Minimum. Dies war übrigens vorauszusehen, 
da jene Summe von Quadraten zwar beliebig gross aber nicht belie- 
big klein gemacht werden kann. 
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3. Auf dem ersten Quadranten einer Ellipse soll man denjeni- 
gen Punkt bestimmen, dessen Normale am weitesten vom Centrum 
entfernt ist. Geht überhaupt durch den Punkt xy einer Curve eine 
Normale, so hat letztere vom Coordinatenanfange die Entfernung 

_:+9V. 
p Yıryn ryr ; 


für die Ellipse ist y = 2 V a?— x, mithin 


a? — b? zV a — a2 
u [7 y a? (a? — 2?) + b? x? 


Fig. 35. Dieser Ausdruck vereinfacht 
_UL sieh durch Einführung des Win- 
N ET kels ACH = ®, welcher unter 
B Mx x 


\ dem Namen der excentrischen 

N Anomalie bekannt ist (Fig. 35); 
\ man hat nämlich x = 0c05s o, 
mithin 





__. (a? — 5?) sin @ 
2 | PT Vartmorb. 
oder, wenn tan@ kurz mit t bezeichnet wird, 
(a? — 09) t 
"7 Vater | 
Wir betrachten nun t als unabhängige Variabele und erhalten 
dp (a? — b?) (b? — a? tt) 
# VPr+@+We tar 
dp _ _ (a? —b%)t [3(a?+b?) b?+10a?b?1?-+ a? (a? +52) 1 — 2att®] Bu 
Ve 


der erste Differentialquotient verschwindet für 


:—-V/} oder mo Yet , 
[77 [77 a 


und der zweite Differentialquotient erhält dadurch den negativen 
Werth 





4 a?(a —b) 

(a+5)2 ' 
mithin entspricht der obige Werth von t dem Maximum von p. 
Uebrigens konnte man sich die Entwickelung des zweiten Differen- 
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tialquotienten ersparen; da nämlich für & = 0 und für @ —= 90° 
jedesmal 9 den Minimalwerth 9 — 0 erreicht, so muss der gefun- 
dene Werth ein Maximum liefern, 

Behufs der Construction nimmt man AK—= BC=b, sucht 
zwischn AC= a und AK die mittlere Proportionale AL, zieht 
CL, welche den umschriebenen Kreis in M, den eingeschriebenen in 
N schneidet, legt durch M eine Parallele zu BC, durch N eine Pa- 
rallele zu AC und erhält dann den gesuchten Elbpsenpunkt P als 
Durchschnitt der genannten Parallelen. Construirt man die Normale 
PU, so ist deren Abstand von C das Maximum von p, und zwar 

Fig. 36. 09 =a—.b; gleichzeitig ist Q 
der Krümmungsmittelpunkt für P, 
PQ der Krümmungshalbmesser, mit- 
hin die Fläche des Krümmungskrei- 
ses gleich der Ellipsenfläche. 

4. Ueber einer Geraden MN 
(Fig. 36) sind zwei Punkte A und 
B gegeben, welche mit einem Punkte 
17 P der Geraden zu der gebrochenen 

Linie AB verbunden werden sol- 
len; man fragt nach dem Minimum des Weges AP + BP. Für AC 
=a,BD=bCD=ecCP=x,AP+BP=sikt 


s— Va?+x? + VRR +(c— vn), 





ee _ ti __ _  _— lt 
Ver + x Vb? + (—x)? 
n a? b? 


"Vers ' Vere-an 
Aus s’ — 0 ergiebt sich zur Bestimmung von & die Gleichung 
u. e—ı« 


Ve+22 Voeltc—n) ' 
der aus ihr folgende Werth gehört zu einem Minimum, weil s” 
immer positiv bleibt. Geometrisch bedeutet die vorige Gleichung 
cosMPA=cosNPBd.ı. 2 MPA=ZLNPB, 


und hiernach ist die Construction leicht, indem man OA’ — (0A 
nimmt und die Gerade A’B zieht, welche M.N in P schneidet (Spie- 
gelungsgesetz). 


5. Auf entgegengesetzten Seiten der Geraden MN (Fig. 37 
a.f.S.) befinden sich die gegebenen Punkte A und B, welche mit einem 
Punkte P der Geraden zu der gebrochenen Linie APB verbunden 
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sind; ein Körper bewegt sich auf dieser von A nach B so, dass er längs 
der Geraden AP die constante Geschwindigkeit 9, längs PB die con- 

Fig. 37. stante Geschwindigkeit h be- 
sitzt. Es soll der Punkt Pso be- 
stimmt werden, dass der Kör- 
per in der kürzesten Zeit von A 
nach B gelangt. Zum Durchblau- 
fen von AP braucht der Körper 





die Zeit — ‚ zum Durchlau- 








| 0. PB 
:R fen von PB die Zeit n® 


mithin ist bei gleicher Bezeichnung wie in Nro. 4, der Ausdruck 


_ Va?+ 22 + Vb?+(c— x)? 
= — 7 nn — 


zu einem Minimum zu machen. Als Bedingungsgleichung für x 
findet man sehr leicht 


8 


% c—% 
oVa+ı2 Ver (c — x)? 
oder geometrisch 
csoMPA _cosNPB 
Tan 
wofür man auch setzen kann 
snAPQ _9, 
snBPR h 
Dieser Gleichung entspricht ein Minimum voh s, weil s” immer 
positiv bleibt. (Brechungsgesetz, wobei die Lage des gebroche- 
nen Strahles durch die zwei Bedingungen bestimmt ist, dass er durch 
B gehen und normal zu einem gewissen Kegelschnitte sein muss. 
Vergl. $. 29, II.) 
6. Besondere Aufmerksamkeit verdient bei allen Untersuchun- 
gen über Maxima und Minima noch der Ausnahmefall, wenn f’(x) 
sein Vorzeichen nicht stetig mittelst Durchganges durch Null, son- 
dern sprungweis ändert; denn auch derartige Zeichenwechsel können 
Maxima oder Minima liefern, die man nach der vorigen Methode 
nicht finden würde. Ist z. B. 


y=/W)=1—- VYi—- 
9 1 


=’ 


> 


mithin 
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so bleibt f’(x) positiv für alle x < 1, und negativ für alle x > 1; 
der Zeichenwechsel geschieht hier aber sprungweise, denn man hat 
fa-))= +», fl1+)=— 
und mithin erleidet f’(x) eine Unterbrechung der Continuität an der 
Stelle x = 1. Abgesehen davon geht aber aus den Vorzeichen von 


/'(&) mit Sicherheit hervor, dass f(x) wächst von x = — o bis 
x —= 1 und abnimmt von 2 = 1bis 2 —= + o, dass also f(x) für 
x = 1 sein Maximum /f{1) = 1 erhalten muss. Man wird dies 


geometrisch leicht bestätigt finden, indem man die Aufmerksamkeit 
auf den Berührungswinkel r richtet, welcher durch die Gleichung 
tant — f(x) bestimmt wird. Derselbe ist spitz für x < 1, wächst 
mit x gleichzeitig, wird =! für x = 1 und nachher stumpf für 
x > 1; an der Stelle x = 1 besitzt daher die Curve eine Spitze, 
von welcher beide Theile convex gegen die Abscissenachse gekrümmt 
sind. — Aehnliche Betrachtungen gelten für alle derartigen Aus- 
nahmefälle, und zwar entscheidet sich die Beschaffenheit einer Func- 
tion an einer solchen besonderen Stelle immer sehr leicht dadurch, - 
dass man den Lauf der Function in der Nachbarschaft jener Stellen 
vorzugsweis genauer berücksichtigt. 


8. 34. 


Maxima und Minima der Functionen mehrerer Variabelen. 


Ist F(x, y, #,...) eine Function der unabhängigen Variabelen 
x, Y, £,.., so kann es ein zusammengehörendes System specieller 
Werthe dieser Variabelen geben, tw ze = a,y=b,2=cus.Ww., 
wodurch F'(a,b, c,...) grösser oder kleiner wird als alle Nachbar- 
werthe der Function, d. h. als alle die Werthe, welche entstehen, 
wenn man für x irgend einen Werth aus dem Intervalle a — k bis 
@-+ h, für y einen Werth aus dem Intervalleb—kbisb + ku.s.w. 
nimmt, wobei h, k etc. beliebig kleine Grössen bezeichnen. Ein sol- 
cher besonderer Werth F(a, b, c,...) der Function F(@, 94, #, ..), 
heisst ein Maximum oder Minimum, je nachdem er grösser oder klei- 
ner als seine Nachbarn ist. Die Aufgabe ist nun, das System der 
speciellen Werthe x = a, y = b, etc. aufzufinden. 

Wenn überhaupt beliebige unabhängige Variabelen x, 9, #,... 
vorhanden sind, so darf man sich dieselben als ebensoviel willkühr- 
liche Functionen einer neuen unabhängigen Variabelen t denken, denn 
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man übersieht auf der Stelle, dass &, %, # etc. alle möglichen Werthe 
erhalten können, wenn man 


=pgpNMy=rls=rl.-- 

setzt und # sowie die Natur der Functionen @, %, x etc. danach 
wählt; so würde z.B. schon die einfache Annahme x = at, y = ßt, 
z2=yt,...wo.d«,ß, y völlig willkührliche Factoren sind, zu dem 
genannten Zwecke hinreichen. Durch diese Bemerkung reducirt sich 
die Aufgabe, F(x, y, £,.. .) zu einem Maximum oder Minimum zu 
machen, auf die einfachere, für eine Function von nur einer unab- 
hängigen Variabelen die grössten und kleinsten Werthe aufzusuchen. 
Soll nun 


Fi&a,y,2%..)=Fl[pl, vo, x) -- -] 
oder kurz F' seinen Maximal- oder Minimalwerth erhalten, so muss 
dr 
272 


sein; diese Gleichung wird in unserem Falle, wo x, 9, 2,.. als ab- 
hängig von t erscheinen, 


OF dx oF dy oF des _ 
Bad antun trn 


=—=0 


Bei der gänzlichen Willkührlichkeit der Functionen $(f), Y(t), X), 
also auch ihrer Differentialquotienten 


de  , ay , de , 


(wie z. B. im obigen speciellen Falle der Factoren o, f,y.. ) kann 
aber die Gleichung 1) nur bestehen, wenn die Coefficienten der un- 
bestimmten Grössen für sich Null sind, wenn also die Gleichungen 
stattfinden: | 
OF oF or 
——_(0 —<—-=I —_—= 
0x oy 0 028 


deren Anzahl mit der Anzahl der unabhängigen Variabelen über- 
einkommt, so dass es also immer möglich ist, die obigen Gleichun- 
gen nach x, Y, 2, .. . aufzulösen und so die Werthsysteme & — a, 
y=b,2==cetc. zu bestimmen. Ist dies geschehen, so bedarf es 
noch einer Discussion, ob das gefundene System ein Maximum oder 
Minimum von F' bildet. Diese Entscheidung wird dadurch herbeige- 


2) (0, . 2... 


entwickelt 





. 2 
führt, dass man den zweiten Differentialquotienten - 4 
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and nachsieht, ob er durch Substitution der für x, y, £,... . gefun- 
denen Werthe positiv oder negativ ausfällt. Wir wollen diese Unter- 
suchung unter der Voraussetzung, dass F' eine Function von nur zwei 
unabhängigen Variabelen x und % ist, näher ausführen. 


Man hat zunächst mit Rücksicht auf die Gleichungen 2) 


@F 0©F (=) 9 OF das dy 0?F () 
di 0x2 \dt 020y dt dt Oy? 


oder wenn der Quotient = : 1 mit q bezeichnet wird: 
dF _ IE, 0?F + SE] (©) 
3) rg 


Soll dieser zweite Differentialquotient zu einer Entscheidung 
führen, so darf er nicht verschwinden, also darf nicht zugleich 


0? F 02 F' 0? F 
4) dat ent mt 


sein; ist diese Vorbedingung erfüllt, so muss der in 3) verzeichnete 


Ausdruck, worin noch die unbestimmten Grössen q und y vorkom- 


men, immer gleiches Vorzeichen behalten, von welchem nachher zu 
entscheiden ist, ob es das Plus- oder Minuszeichen ist. Das Vor- 








2 
zeichen von : m hängt nun einzig allein von dem Ausdrucke 
02 F 0?F 02 F 
3 
5) dar I + Ox 0y Dayırt Oy? 


ab, welcher unter der Form &g? + 2ßg + Y enthalten- ist. Hätte 
ferner die quadratische Gleichung @q? +2ßq + y = 0 eine reelle 
Wurzel q,, so würde der Ausdruck «&q? + 2ßgq + y sein Vorzei- 
chen wechseln, wenn man q das Intervall g, — 6 bis g, + 6 durch- 
laufen liesse, wo Ö eine beliebig kleine Grösse bezeichnet. Damit 
also der fragliche Ausdruck sein Vorzeichen nicht wechsele, ist es 
nothwendig und hinreichend, dass jene quadratische Gleichung ima- 
ginäre Wurzeln besitze, folglich ß? — «y < 0 sei. Die Bedingung 
für die Unveränderlichkeit des Vorzeichens in Nro. 5) besteht also 
in der Ungleichung 


92 F er) Fr OF 
a0) Tr de 


sie vertritt zugleich die in Nro. 4) angegebene Determination, denn 


6) 


156 Cap. V. 8.34. Maxima und Minima 


wenn sie erfüllt ist, können die Gleichungen 4) nicht sämmtlich statt- 
finden. Aus der Bedingung 6) ersieht man ferner, dass 


0? F 0F 

Far y? 
(nach Substitution der für x und y gefundenen Werthe) gleiche Vor- 
zeichen besitzen müssen, weil ausserdem die Ungleichung 6) die 
Summe zweier positiven Grössen als negativ angeben würde Da 
ferner nach den bisherigen Bestimmungen der Ausdruck in 5) sein 
Vorzeichen nicht wechselt, so darf man auch q — 0 setzen, ohne 
einen solchen Wechsel befürchten zu müssen, und man ersieht dar- 





2 
aus, dass jener Ausdruck dasselbe Vorzeichen besitzt wie OF oder 


0x2 
2 F 
Gi nunmehr lautet die Entscheidung: 


. Die aus den Gleichungen OF —=(0 und Ki = 0 abge- 


0% 9y 
leiteten Werthe von x und y müssen zunächst der 
Bedingung 





( 92F ) _a®F ar 
dx 09 da dp 


genügen und geben das Maximum oder Minimum der 
Function F(x, y), je nachdem sie die Differential- 


quotienten 
®F na &E 
02 oy? 


gleichzeitig negativ oder positiv machen. 


Finden die Gleichungen 4) zusammen statt, verschwindet also 
d?F 
dt? 
Differentialquotient keine Entscheidung und man muss sich dann an 
die höheren Differentialquotienten wenden, was jedoch umständliche 
Rechnungen erforderte Ebenso wird die Sache etwas verwickelt, 
wenn es sich um eine Function von drei oder mehr Varisbelen han- 
delt. Man wird in allen solchen Fällen besser thun, aus der Natur 
der gestellten speciellen Aufgabe zu entscheiden, ob überhaupt ein 
Maximum oder Minimum stattfindet. 

1. Als erstes Beispiel diene die Aufgabe, das Minimum der 
Quadratsumme " 





für die gefundenen Werthe von x und y, so giebt der zweite 
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F&y)=(artby—h®”? + (as tby—)’ +. 
[|— + (an + 6nYy — Ku)? 

zu bestimmen, wobei alle @, b und k als gegebene Constanten vor- 
ausgesetzt werden. Führen wir zur Abkürzung die folgende Bezeich- 
nung ein 

ab, ab +. --- + nbn = Dad» 

a? + a} +... +0% — Baar 

br +b ++ — 5 

u. 8. w. 

so erhalten wir 


2 — 2(5.a0 + 859 — Sar)ı 
| e — 2(,2 + Sy — Sr), 
= 2 Sa, nu 2 Sp, 
Be = 2 Sad 


Die letzten drei Ausdrücke genügen den Bedingungen. des Mini- 
mums; letzteres trıtt daher ein, sobald die Gleichungen 


Baat + Say = Bas: 

Hat + Sy Sr 
erfüllt sind, wozu die Werthe gehören 

Sp5 - Bar — Sas - Shr 


= Saa . Sb — (5.5)? ’ 
__ Saa : Doz — Sao - Dat . ° 
TE Dan: I — (a)? 


Man kann diese Aufgabe dahin verallgemeinern, dass man eine 
beliebige Anzahl von Variabelen ®, y, #, etc. voraussetzt und das 
Minimum von 

F(z, y, &,....) 
= (ce +bytast kath y+os + —a)? + 
ct ty tat ie)? 
verlangt. Man findet leicht, dass die hierzu nöthigen Werthe aus 
folgenden Gleichungen zu bestimmen sind: 
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Saat + Soy+ See +: = aky 
Hr + Sy + Ser +: — Sa 
Sat + Say + SL +. = 


deren Anzahl ebenso gross ist als die Anzahl der Variabelen x, y, z 
et. Einer besonderen Untersuchung darüber, ob die gefundenen 
Werthe von z, y, z etc. das Maximum oder Minimum der Function 
F' geben, bedarf es übrigens nicht, denn es ist unmittelbar einleuch- 
tend, dass eine Summe von Quadraten (d. h. von positiven Grössen) 
wohl in’s Unendliche wachsen aber nicht beliebig klein werden kann 
und dass sie folglich ein Minimum haben muss *). 


*) Die obige Aufgabe, welche die Verallgemeinerung des zweiten Bei- 
spiels in $. 33 enthält, ist für die Praxis von besonderem Werthe. Hat 
man nämlich eine Grösse x durch directe Messung oder Beobachtung 
zu bestimmen (wie z. B. die Entfernung zweier Punkte durch Messung 
mit Kette oder Maassstäben), so nimmt man der Sicherheit wegen diese 
Operation mehrmals vor, aber man findet dann, zufolge der unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler, bei jeder Messung einen etwas anderen 
Werth, und es mögen k,, kg, +» « . k„ die verschiedenen Werthe bezeich- 
nen, welche bei » Beobachtungen für & erhalten wurden. Unter der 
Voraussetzung, dass alle Messungen mit gleicher Sorgfalt angestellt, 
mithin von gleichem Gewichte sind, betrachtet man das arithmetische 
Mittel aus k,, kg, ... %„ als den wahrscheinlichsten Werth von x, ohne 
sich des Grundes dieser Annahme genauer bewusst zu sein. Dagegen 
beweist die Wahrscheinlichkeitsrechnung, dass der wahrscheinlichste 
Werth von x derjenige ist, bei welchem die Summe der Fehlerquadrate 
ihr Minimum erreicht. Nun sind —k,, &—kg,...%— k, die be- 
gangenen Fehler, und nach Beispiel 2) in $. 33 wird die Summe der 
Quadrate dieser Fehler ein Minimum, wenn x dem arithmetischen Mit- 
tel aus k,, Ag, » - + kn gleichkommt; es rechtfertigt sich also jene An- 
nahme. Das genannte Theorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge- 
stattet aber noch eine weitere Anwendung. Sind nämlich zwei nicht 
direct „beobachtbare Grössen x und % mit beobachtbaren Grössen a, 
b, k durch eine Gleichung von der Form ax +5y=k verbunden, so 
erhält man durch » Beobachtungen » Gleichungen folgender Art 

az tby=k, watrbymkı,..: nerbyml. 
Die Anzahl dieser Gleichungen beträgt mehr als 2 und daher würden 
sie, als vollkommen genau betrachtet, einander widersprechen. Dage- 
gen ist zu berücksichtigen, dass jene Gleichungen in Folge der Beob- 
achtungsfehler nur angenähert richtig sind; die Grössen 


az+by— kr gCtdYy— kr. mc tb Yy— kn 
differiren daher von der Null und repräsentiren die Fehler. Die wahr- 
scheinlichsten Werthe von & und y ergeben sich nun wieder, indem 
man die Summe der Fehlerquadrate zu einem Minimum macht, und 
vermöge dieser Bedingung erhält man, wie oben gezeigt wurde, immer 
soviel Gleichungen als Unbekannte zu bestimmen sind. 
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2. In der Ebene eines Dreiecks ABC (Fig. 38) soll der Punkt 
Fig. 38. 4 Be M so bestimmt werden, dass die Summe der 
, Entfernungen AM=u, BM=v, COM= 
B.-. \..” 5 ein Minimum werde. Bezeichnen wir die 
N H Seiten BC,CA, AB der Reihe nach mit a, 
R | b,c und die Gegenwinkel mit «&, ß, y, so 
haben wir als Summe der genannten Entfer- 
wi nungen 
IN of s—-utv+wv 
4% oder, wenn Z BAM = 0 gesetzt wird, 


s—=u+t Ve? +u2— 2cucoH + Vp + u? — 2 bu cos (@C—9) 
und hierbei sind %, 0 die beiden unabhängigen Variabelen. Es er- 
giebt sich durch Differentiation 

08 u— c.c08 0 u— b.cos (& — 0) 





——l4+ u Von sbusle— 
ou u Ver +u2 — 2cucos® u b2 + u? — 2bu cos (@— 0) 
0s _ cusin 6 _ b u sin (& — () 

00 Vet u2 — 2cucosd VB + w2— 2bucos(e — 6) 


mithin sind die Bedingungen für den Eintritt des Maximums oder 
Minimums 
ccs0—u | bcos(e — H)— u 
v r w | 
csind  bsin(a— 0) _o 
v w 
Geometrisch bedeuten dieselben soviel wie 
cos BMA’ + osCMA' =1, snBMA' — sinCMA' = 0; 
aus der zweiten Gleichung folgt £ BMA’ = £ CMA', nachher 
aus der ersten 
coo BMA’ ==csCMA’ =}, £ BMA —= Z CMA' = 60%, 
£ BMC —= 120°. 

Zu einer ähnlichen Rechnung würde man gelangen, wenn man 
BM=v und £ CBM = n als unabhängige Variabele wählte und 
demgemäss % und w durch v und n ausdrückte; das Resultat wäre 
dann £ CMA = 120°. Der gesuchte Punkt M liegt demnach so, 
dass die Winkel AMB, BMC, CMA gleich sind; er ist folglich der 
Durchschnitt von Kreisbögen, welche über den Dreiecksseiten als 
Sehnen mit dem gemeinschaftlichen Peripheriewinkel von 120° be- 
schrieben werden können. Eine andere Construction von M besteht 
darin, dass man über den Dreiecksseiten die gleichseitigen Dreiecke 


—|1, 
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ABC’, BCA', CAB’ mit den Spitzen nach Aussen beschreibt und 
nachher die Geraden AA’, BB’, CC’ zieht; letztere schneiden sich 
im Punkte M. 

Der Natur der Sache nach kann die Summe u + v + w be- 
liebig gross gemacht werden, wenn man den Punkt M weit genug 
von den Spitzen des Dreiecks ABC entfernt, während dagegen $ 
nicht beliebig klein werden kann. Der gefundene Punkt M muss 
folglich dem Minimum von 3 entsprechen. 

Eine völlig gleiche Behandlung gestattet die allgemeinere Auf- 
gabe, u" 4 v" 4+ w»" zu einem Maximum oder Minimum zu machen. 
In dem speciellen Falle » — 2 findet man, dass M der Schwerpunkt 
des Dreieckes ABC und u? + v? + w? ein Minimum ist. 

3. Es soll die kürzeste Entfernung zweier Geraden ermittelt 
werden, deren Gleichungen sind 
7) y=Ber+b,s=CGr + 

y=Br+b, 2 =(Gr+ ©. 

Nehmen wir auf der ersten Geraden einen Punkt z, yı £,, auf 
der zweiten einen Punkt x, y, 2, einstweilen beliebig an, so ist die 
Länge der verbindenden Geraden 
8) V (a — a)? + m — Yo)? + ‚(a — 8)?; 
diese wird ein Maximum oder Minimum je nachdem ihr Quadrat 
seinen kleinsten oder grössten Werth erreicht, mithin haben wir uns 
nur mit dem Ausdrucke 

Ga + H—-W +) | 
zu beschäftigen, welcher vermöge der Gleichungen 7) die Form 
Fan, 9%) = Ga») + Ban —Ba+bi—b)’ 
+ (am -Gm +a— a) 
annimmt und eine Function der beiden unabhängigen Variabelen x; 
und x, darstellt. Man hat nun 


oF 


rt = (1+2B?+ 9a —(1+BB+00)% 
5 +(6&ı —b)Bı + (cı — ca) Cı 
— (d —b) B— (ci — ca) Ca 
CF —_oıtBer 
02} — N 1 
FF _ 


Zar ut Bit 
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Setzt man die ersten Differentialquotienten der Null gleich, so 
erhält man zwei Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung von 2; 
und 23 ; die so bestimmten Werthe entsprechen einem Minimum, weil 

41+BB +? —A+B HAAR H+EI<O 


und CE owie 
En, sowi 





23 positiv ist. Aus %, und 2, erhält man mit- 
2 


telst der Gleichungen der Geraden die Werthe von Yı, £ und %9, £s; 
nach Substitution der Werthe von &,, % , Yı, %, £ı und 2% giebt 
nun der unter Nro. 8) verzeichnete Ausdruck dıe kürzeste Entfer- 
nung der beiden Geraden. Uebrigens liegt es hier ın der Natur der 
Aufgabe, dass nur ein Minimum stattfindet, und man hätte sich 
daher die Entwickelung der zweiten Differentialquotienten von F' 
nebst den angeknüpften Bemerkungen ersparen können. 


8. 85. 
Maxima und Minima mit Nobenbedingungen. 


Die Werthe, durch welche eine gegebene Function mehrerer 
Variabelen zu einem Maximum oder Minimum werden soll, sind 
häufig noch an eine oder mehrere Bedingungen gebunden, welche in 
Gleichungen ausgedrückt werden. Sucht man z.B. die kürzeste Ent- 
fernung eines Punktes «a ß y von einer Ebene, deren Gleichung 

Arc + By+Cz +D=0 
sein möge, go ist der Ausdruck 
V@—a? + Ww—- PP? +(«— 
welcher den Abstand der Punkte «ßy und xy angiebt, zu einem 
Minimum zu machen, jedoch mit der besonderen Rücksicht, dass die 
Werthe von x, y und der Gleichung der Ebene genügen müssen. 
Das natürlichste Verfahren wäre nun die Herausschaffung der abhän- 
gigen Variabelen; ist z. B. nur eine Bedingungsgleichung (x, y, &) 
— (0) gegeben, so kann man sie nach & auflösen und den so gefun- 
denen Werth von .z in die Function F'(x, y, s), deren Maximum 
oder Minimum gesucht wird, substituiren; an die Stelle einer Func- 
tion von drei Variabelen tritt nunmehr eine Function zweier unab- 
hängiger Variabelen, und für diese gelten die Regeln des vorigen 
Paragraphen. Sind zwischen drei Variabelen zwei Bedingungsglei- 
chungen p(z, y, #) = 0 und Y (a, 9, 2) = 0 gegeben, so kann man 
mittelst derselben 9 und s durch # ausdrücken und wenn man diese 
Schlömilch, Analyala. L 11 
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Werthe substituirt, so enthält jetzt die Function F(x, y, 2) nur noch 
eine unabhängige Variabelee Diese Eliminationen sind aber nicht 
selten sehr umständlich oder unmöglich und man muss in solchen 
Fällen einen anderen Weg einschlagen, welcher darin besteht, dass 
man nicht dıe abhängigen Variabelen selbst aus den Bedingungs- 
gleichungen, sondern die Differentialquotienten der abhängigen Varia- 
- belen aus den Differentialgleichungen der gegebenen Bedingungen 
eliminirt. Die Ausführung dieses Gedankens ist folgende. 

Wenn F(z, y) zu einem Maximum oder Minimum gemacht und 
dabei die Bedingung p(z, y) = 0 erfüllt sein soll, so ist nur eine 
dF __ 0 
de 
sein; dies giebt in unserem Falle, wo F' ausser x noch die abhängige 
Variabele y enthält, 





unabhängige Variabele x vorhanden und es muss daher 


Differenzirt man auch die Bedingungsgleichung in Beziehung auf x 
als unabhängige Variabele, so ist 


die Elimination von I aus beiden Differentialgleichungen giebt 


und wenn man diese Gleichung mit der Gleichung (x, y) = 0 
verbindet, so hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 
x und y. | 

Bei drei Variabelen x, y, z und zwei Bedingungsgleichungen, 
also wenn das Maximum oder Minimum von F'(x, y, 2) gesucht wird, 
während zugleich 


p(2, 9 £) = 0 und Ya, y, 2) = 0 
sein soll, ist nur eine unabhängige Variabele x vorhanden, von wel- 


cher y und # abhängen. Die Gleichung = — 0 lautet dann 


oF oF dy OF de 
Ga td an td a 


und die Differentialgleichungen der Bedingungen sind: 
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op 09 dy 09 de _ 
0% + 0y ds + de oda 9 
oy o0V dy ob de 
ty at at 
. . . ..,..dy dE ... 
Aus diesen drei Gleichungen lassen sich —— und —— elimini- 


dx da 
ren, es bleibt dann eine Gleichung übrig, welche in Verbindung mit 
den beiden Bedingungen @(x, y, 2) = 0 und Y(z, y, £) = 0 zur 
Bestimmung von z, %, 2 hinreicht. 

Sind drei Variabele vorhanden mit nur einer Bedingungsglei- 
chung, so kann man x und y als unabhängige Variabele, # als abhän- 
gige Veränderliche ansehen; es muss dann sein 


oF oF 
at mt 


oder wenn man beachtet, dass in F' auch 3 als Function von z und y 
vorkommt, | 
or oF Ds 
Gt dt 
OF + OF, 08 _ 
g oy 02 04 
Andererseits ist durch partielle Differentiation der Gleichung 
9a, y, 2) = 0 





0x 08 0% 
op 09 0% 
un 
durch Elimination von Ze aus der ersten und dritten, so wie von 


08 aus der zweiten und vierten Gleichung folgt 





0Y 
oF, 09 _ OF, 09 _, 
0x 08 08 02 0 
oF, 09 _0F, 09 _y 


welche Gleichungen, verbunden mit @(x, %, 2) = 0, die Unbekann- 
ten x, Y%, 2 bestimmen. — Dieses Verfahren bleibt immer anwendbar, 
weil es stets nur Eliminationen aus Gleichungen des ersten Grades 


erfordert. Wir geben einige Beispiele dazu. 
11* 
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1. Aus den vier Seiten «, ß, Y, Ö soll das Viereck von grösst- 
möglichem Inhalte construirt werden. Nennen wir x den von « und 
ß, y den von Y und ö eingeschlossenen Winkel, so ist die Fläche 
des Vierecks | 


I aßsinz +4 yÖö sıny 
und wenn diese, also auch das Doppelte von ihr, ein Maximum wer- 
den soll, so ist 


F=aßsinz + yÖ siny 


zu setzen. Berechnet man ferner die Disgonale, welche den Win- 
keln x und y gegenüberliegt, so hat man 


a + B? — 2aß wosz = y? + 62 — 2yÖ cosy; 
mithin als Bedingungsgleichung 
p=a? + 2 — y2 — 52 — 2aß cosz + 2yÖ cosy— 0. 


Die Differentialgleichungen werden nun 


dF _ dy 

Fr aß cosx. -+ yÖ cosy- Iz’ 

ap dYy _n. 
Fröm 2aß sinz — 2yÖ siny-Z._ = 


aus der letzteren folgt 
dy _ aß sinz 
.dz yösiny’ 
und durch Substitution hiervon geht die erste der vorigen Glei- 
chungen über in | 
aF — aß sin (© + 9) . 
dx siny 
Dieser Differentialquotient verschwindet für sin (x +%Y)=0,d.h. 
wenn © +4 % einen der Werthe 0°, 180°, 360° etc. erhält; da aber 
% und y Winkel eines Vierecks sind, so kann nur x + y = 180° 
oder y = 180° — x sein, wonach aus p = 0) wird; 


a+p— n— 


N 





cox = —cosy —= 
Ba 2(eß + 79) 
Mittelst des Werthes von y findet man weiter 
FO oß| FE _ „ee + N) u 
da? yö | sin? y sin y | 
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für den Fall des Maximums oder Minimums, d.h. für y = 180° — x 
geht dieser Ausdruck über in ü 
_eß aß + yo 
yö sin © 

und ist negativ wegen 0 <’2<{ 180°; die Bedingung x + y== 180° 
entspricht daher einem Maximum. Das gesuchte Viereck ist hier- 
nach ein Sehnenviereck. 

2. Um auch die im Eingange erwähnte Aufgabe zu lösen, 
nehmen wir 


F=(@— 0)? + y-PP + @— 9). 
o=Ac+By+Ce+D=0(, 
und es sind dann zweı unabhängige Variabele x und y vorhanden, 
während #.eine Function von & und y ist. Setzt man die beiden 


partiellen Differentialquotienten von F' der Null gleich, so hat man 
zunächst 


ö 
s-a+e- = 


v-B+e—Nng=0. 


Ferner ergiebt sich durch partielle Differentistion der Gleichung 
 y=—V: 


und durch Elimination der partiellen Differentialquotienten: 
| Ak —-y) -— Ce — )=0, 
B@e—y)—- ey—- =. 

Verbindet man diese zwei Gleichungen mit der dritten Ar + By 
+02 + D=0, so findet man der Reihe nach 2, y und x, nämlich 
se= a — AR y=ß— BR s=y— CR, 

wobei zur Abkürzung 
Aa+Bß+Cy+D 
| A?+ 271 0 

gesetzt worden ist. Dass diese Werthe nur einem Minimum von 
F entsprechen können, folgt aus der geometrischen Bedeutung 
unserer Aufgabe von selbst; auch sind die Werthe für x, y, & 
identisch mit den aus der analytischen Geometrie bekannten Coor- 


dinaten des Fusspunktes der vom Punkte &ßy auf die Ebene 
Az + By + Cs + D== 0 herabgelassenen Senkrechten. 


K= 
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3. Um kurz sein zu können, wollen wir im Folgenden unter 
Stellung einer Ebene.die drei Winkel verstehen, welche eine 
auf der Ebene errichtete Senkrechte mit drei rechtwinkligen Coor- 
dinatenachsen bildet. Ist nun s die Fläche eines ebenen Polygones, 
welches die Stellung &ßy besitzt, so sind die drei Projectionen von 
8 auf die Coordinatenebenen xy, x2, yz der Reihe nach 


e=8s.coy,b=s.csf,a=8. 08a. 


Dabei werden die Projectionen a, b, c, ebenso wie die Projectionen 
einer begrenzten Geraden, als positiv oder negativ betrachtet, je 
nachdem die Winkel &, ß, Y spitz oder stumpf sind. Denken wir 
uns eine vierte Ebene, welche mit der Ebene von s den Winkel 9 
bildet, so ist die Projection von 8 auf die neue Ebene 


2» =3.008% 
oder wenn uvw die Stellung der vierten Ebene bezeichnet: 


9» =8s(cosa cosu + cosß cosv -+ cosy cosw) 
d.i. 
p = acosuw + bcosv + cc03w. 


Diese Formel giebt also die Projection 9 von s auf eine beliebige 
Ebene, wenn man erst die Projectionen von 3 auf die Coordinaten- 
ebenen und die Stellung der neuen Ebene kennt. Für mehrere 
beliebig liegende Figuren s,, s; etc. hat man entsprechend 


P= Acosuw + Bcosv + Ccosw, 


wo P die Projectionssumme 9ı + 23 + etc. bedeutet, und ebenso 
A, DB, C die Summen der auf den Coordinatenebenen construirten 
Projectionen sind. Wir suchen nun die Ebene, für welche P sein 
Maximum erreichte Dann sind wegen der immer stattfindenden 
Bedingung ” 

cos?u + cos?v + cosw — 1 = 0 


zwei unabhängige Variabele % und v® vorhanden, während % eine 
Function von % und v ist. Durch partielle Differentiation von P 
hat man, die Differentialquotienten gleich Null gesetzt, 


. 0% 
Asinu + Usinw un 0, 


BEE, ow 
Bsinv + Osin w 20 =(, 


Die pertiellen Differentialquotienten der Bedingungsgleichung sind 


ow 
c0su sinu + 005 W sin w dur 0, 





mit Nebenbedingungen. 167 


. . ..0ow 
cosv sinv + cosw sinw Wr 0. 


Durch Elimination der partiellen Differentialquotienten von w 
ergeben sich hieraus die Gleichungen 


Acosw = Ccosu, Bceosw = Cocosv, 


welche in Verbindung mit der Bedingungsgleichung zur Bestimmung 
von 4, vd, ® führen; man erhält nämlich 


c08 U cos v cos w 1 


4-9 = 0 "VorRrG 
und hierdurch erfährt man die Stellung derjenigen Ebene, für 
welche die Summe der Projectionen von allen Polygonen ihren 
grössten Werth erreicht. 

Projicirt man $ı, 83 etc. auf eine Ebene, welche senkrecht zur 
Ebene der grössten Projectionssumme steht, so erhält man eine 
Projectionssumme gleich Null, wie aus den Formeln für u, v, w 
leicht zu ersehen ist, 


Cap. VI. 


Die Convergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 


8. 386. 


Grundbegriffe von endlichen und unendlichen Reihen. 


Bezeichnet p(m) eine bekannte Function der willkürlichen 

ganzen positiven Zahl m, so bilden die einzelnen Functionswerthe 
(0), FÜ), PQ@),-... Pr —1) 
eine sogenannte endliche Reihe, welche im vorliegenden Falle aus 
n Gliedern (Termen) besteht; ihre Summe ist selbstverständlich eine 
gewisse Function von » und mag mit S, bezeichnet werden. Lassen 
wir in der Gleichung 
=) FF) FIT + PyM—1) 

n unendlich wachsen, so wird dıe endliche Reihe zu einer unend- 
lichen und gleichzeitig entsteht die Frage nach dem Grenzwerthe, 
welchem sich $, für unendlich wachsende » nähert. Dabei sind nur 
zwei Fälle möglich; entweder ist Lim 8, eine bestimmte endliche 
Grösse $ oder es ist keine solche Grösse. Im ersten Falle heisst 
die Reihe (0) + p(1) + @(2) + etc. convergent und S ihre 
Summe, im zweiten Falle bezeichnet man die Reihe als divergent 
und sie hat dann keine Summe. | 

Diese Methode zur Summirung unendlicher Reihen wollen wir 
durch zwei Beispiele erläutern, welche nachher von Nutzen sein 
werden. - 
a. Zufolge der bekannten Summenformel für die geometrische 
Progression gilt, wenn $(m) = ß” gesetzt wird, die Gleichung 
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1— 2 n—1. 
IH BtR4t + Ben 


ist nun ß ein positiver oder negativer ächter Bruch, so wird Lim ß* 
—( *), mithin 
1 





1) Irre r re 
— 1<ß<Hl. 
Fr ß=t1liıt ,—=n, folglih im , =»; fürß >+1 
wird um so mehr Lim = oo; frß = —1 st , = 0 oder 


—= + 1, je nachdem n gerade oder ungerade ist; für <— 1 
wachsen die Werthe von $, in’s Unendliche und wechseln fortwäh- 
rend ihre Zeichen. Demnach ist Lim $, nur unter der Bedingung 
— 1<ß < + 1 eine bestimmte endliche Grösse, d. h. die Reihe 
ı ++ B?-+ --- convergirt für ächt gebrochene ß und diver- 
girt in jedem anderen Falle. 


b. Aus der leicht beweisbaren identischen Gleichung 
BB+DB+2)..Btm—) BBEHLNBLI.:.B+m 
e(a +1)(e +2)... (a Hm—1) ala +1)(e +2)...(@ + m) 
_a-B, BB+YB+2...d+m—1) 

77" @H)@+D)@+ 3)... (em) 
folgt, ndem man m = 1, 2,3,...n — 1 setzt und Alles addirt, 
R B _BEHDB+D... B+n—1) 
03 a(E + 1)(e+2)...(e+n—1) 

a 21 (@-+1)(&+2) (&+1)(a+2)...(e+n—1)1' 
wobei die eingeklammerte Reihe aus » — 1 Gliedern besteht. Bei 
unendlich wachsenden » kommt es linker Hand auf den Grenzwerth 
von 











BE-YNB+NM...ö+r—) 
e(e -))(e +2)...(e+n—]1) 


*“ Ein positives ächt gebrochenes 8 kann unter der Form — 
dargestellt werden, wo « irgend eine positive Grösse bezeichnet; wegen 
(14 e)” >1-+ ne ist dann 

1 


1 . 
I<P=Sarg<irne 


woraus die obige Behauptung sogleich folgt. Bei negativen $ können 
sich #* und (— $)* höchstens im Vorzeichen unterscheiden, im Uebrigen 
bleibt die Schlussweise dieselbe. 
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an, und da man augenblicklich übersieht, dass für « = f der vor- 
liegende Bruch constant = 1 bleibt, so sind noch die Fälle « > ß 
und & < ß zu untersuchen, 


Nach der in $. 8, Nro. 8) abgeleiteten Formel 
9a +h)=Yla +hp(a+ ®h), 


worin 9 einen positiven echten Bruch bedeutet; ist für a —= 1, 
ya)—=atr 


A+MHr=Ii+Hl ta ts; 
unter der Voraussetzung positiver k und u hat man weiter 
(1 +9nr <(1 + hr 
daher (1 + M+«<IHMUHWAUI HM 
oder (1 — uhA)(L + hr <iIi. 
Im Falle uk < 1 folgt durch Division mit der positiven Grösse 
1—uh | 
+ <—g <<; 
In dieser Ungleichung nehmen wir 
h= rar n=o—ß, 


wobei m eine ganze positive Zahl, « > ß > 0 sein möge und 
somit die angegebenen Bedingungen erfüllt sind; es ergiebt sich 
dann 


(@ +m+ y< erm 


a+ m B-+m 

oder 64 4 j 
m oa + m \e- 

ar< an) 


Setzt man der Reihe näch m = 0, 1,2,...%» —1 und multiplicirt 
alle entstehenden Ungleichungen, so folgt 

PB + ro <( %& Yu 
e(e +1) +2)... nn — 0) o+n 


und für unendlich wachsende ”% 


2» mPC+YE+9...Etn—-D_, 





0< 


"a FI) EH2)... a +tn—) 
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wobei aber die Bedingung @ > ß festzuhalten ist. Aus Nro. 1) 
erhält man nun die Reihensummirung | 
Bß __B , _BB+ND , BB+NG+2 
aß ati" (at Da+2)" @tNar Nat) 

oder auch, wenn man beiderseits die Einheit hinzufügt, 
a ß B@+N PB+N)(B-H2) 
— — 114 _I_ 1 INT) 1 ENT IV TT un 
3) (aA Far tert)" (eFiat2)e+B) 
a>ß>0. 
Der zweite Fall & < ß kann sehr leicht auf den ersten zurück- 
geführt werden, indem man 
BB+N...Btn—1) _ 1 
e(c+1)...(e Fr r—N) ala +1)...(e--n—1) 
BB+HI)...d+n—1) 
setzt; rechter Hand nähert sich der im Nenner stehende Bruch der 
Grenze Null, der Bruch linker Hand wächt also in’s Unendliche und 
daher ergiebt sich aus Nro. 1) 





+ .... 


8 B(+1) BBLNE-+2 
) o=7Iı taryarı t arıergarjt" 
B>a>o. 


Im letzten Falle ß = «& wird die betrachtete Reihe zur folgenden 
0 ©. 0 
=71 + re: + 23 Lorsses: 
und ihre Summe erscheint, aus Nro. 1) abgeleitet, unter der Form 


; wir bestimmen sie daher auf einem anderen Wege. Die bekann- 
ten Ungleichungen (s. $. 8, Nro. 4 und 5). 


1 
arı <ta+r1) — Ta, 


— D>ia+ 1) — 1a 

ziehen wir vorerst in die folgenden zusammen 

ie +1) — ie < — <Iis — I@e—]1), 
setzen dann s= a + 1,@ + 2,...%-+- n und addıren Alles; 
dies giebt | 
6) Kata +1) — Ia+D 

1 1 1 1 

<Szri teams trars tr ton Ss 
| I(a+n) — le. 
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Hieraus geht augenblicklich hervor, dass die Summe der zwi- 
schenliegenden Reihe gleichzeitig mit » in’s Unendliche wächst, 

Die Reihe 

ß Bß+1 BB+UDP+2 
IF tGENCHD T @eNa@ta+N" 
convergirt daher für & > ß > 0 und divergirt in jedem anderen 
Falle, wobei @ und ß immer als positiv vorausgesetzt werden. 

Wie man sieht, ist die Convergenz oder Divergenz einer unend- 
lichen Reihe leicht zu entscheiden, sobald man die Summe ihrer % 
ersten Glieder finden kann; dies gelingt aber nur selten, und man . 
muss sich daher nach anderen Kennzeichen der Convergenz oder Di- 
vergenz umsehen. Setzen wir zunächst alle Reihenglieder als positiv 
voraus und bezeichnen wir sie einfach mit %, %ı , %g etc., so leuchtet 
augenblicklich ein, dass dieselben fortwährend und in’s Unendliche 
abnehmen müssen, d. h. dass Lim «„==0 werden muss (für n—=®), 
wenn die Reihe convergiren soll; denn betrüge jeder Term mehr als 
irgend eine Zahl &, so würde die Summe der unendlichen Reihe 
mehr als & + & + - - - in inf. ausmachen, d. h. unendlich gross sein. 
Dieses Oriterium reicht aber nicht aus, wie man schon an der Reihe 

1 
ı 
divergirt, obschon ihre Glieder in’s Unendliche abnehmen. Die Sache 
bedarf daher einer genaueren Untersuchung, welche im Allgemeinen 
auf dem Principe beruht, eine gegebene Reihe mit einer anderen zu 
vergleichen, deren Convergenz oder Divergenz bereits festgestellt ist. 





+ - + — +... + — sehen kann, welche (nach Nro. 5) 


8. 37. 
Reihen mit positiven Gliedern. 
I. Die gegebene Reihe sei 
“tututwtr 


und zugleich werde vorausgesetzt, dass der Quotient bei un- 





Un+1 
Un 
endlich wachsenden » sich einer bestimmten Grenze A nähere; diese 

ist jedenfalls positiv, kann aber < 1, = 1 oder > 1 sein. 
Wenn A weniger als die Einheit beträgt, so muss der Quotient 


Yr+! yon einer gewissen Stelle »n = k an kleiner als ein zwischen 
n 


% und 1 eingeschalteter ächter Bruch ß bleiben, denn wenn dies 








Cap. VI. 8.37. Reihen mit positiven Gliedern. 173 


Un+1 
n 
welche vorausgesetztermaassen unter ß liegt. Man hat dann von 
n=kan | 
Ur+1 Ur +3 Ur +3 
%r <Pp ufı <P, Ur+2 = B, 
und erhält daraus sehr leicht 


‚Mmrıı<wuß, ws <uß, mi<wmß,... 

und durch Addition | 
4 + wrıı + Ww42 + wrs +. ' 
<wl+Bt+B+B +...) 

Die Summen, welche entstehen, wenn man immer mehr Glieder 
der Reihe %;, % +1, %: + 2 etc. vereinigt, wachsen fortwährend, sie 
bleiben aber, wie die vorige Ungleichung zeigt, kleiner als 

1 
“a tß+P+ N) MT 
und da dieser Ausdruck einen endlichen Werth hat, so muss die Summe 
der unendlichen Reihe % + %+ı + % +3 + etc. eine endliche Grösse 
sein. Durch Hinzufügung der endlichen Summew + u ++ %-ı 
erhält man wieder eine endliche Grösse, d.h. die Reihe » + %ı + -- 
in inf. convergirt. 





nicht der Fall wäre, so könnte sich nicht einer Grenze nähern, 


Wenn zweitens A > 1 ist, so denke man sich zwischen 1 und A 
den unächten Bruch Y eingeschaltet und nehme » so gross, dass 


Er > Y bleibt, was von einer gewissen Stelle » = k an der Fall 





gein muss, weil sich ausserdem ii nicht einer über y liegenden 


n 
Grenze nähern könnte. Man erhält durch ähnliche Schlüsse wie 
vorhin 
u + ur + ars + rs +. 
>ultrtPetrriteeeee ); 

die rechter Hand stehende Reihe divergirt wegen 9 > 1, mithin ist 
die Summe der Reihe links unendlich gross; dasselbe gilt dann von 
der Summe , + % + % -+ etc. Nach diesen Erörterungen haben 
wir den Satz: 


Die unendliche Reihe w + u + % + etc. convergirt 


oder divergirt, je nachdem der Grenzwerth von tt 


n 
weniger oder mehr als die Einheit beträgt. 


[4 
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‘Als Beispiel diene die Reihe 





x 1 2° 1.3 a 1.3.5 «7 
D) Trgosrtrriasterertr 
bier it m = 0,m = — u. a w. 

. 2 
u (2 — 1)?2? (1-55) ” 
Lim = — Lim —— — — Dim — 27, 
Un 2n(2r +1) 1 
145, 





mithin convergirt die Reihe für x < 1 und divergirt für 2 > 1. 
Ebenso leicht ergiebt sich, dass die Reihe 
x x? x x* 
2) tr ta tot 
für x < 1 convergirt und für x > 1 divergirt. 


Wendet man überhaupt das obige Theorem auf eine sogenannte 
Potenzenreihe an, nämlıch 


oa tra ta? +0,22 + :--:.-, 
worin 2 und alle a als positiv vorausgesetzt werden, so findet man 
leicht, dass dieselbe convergirt oder divergirt, je nachdem x weniger 


oder mehr als Lim In 





beträgt. 
On +1 


Das soeben bewiesene Criterium verliert seine Anwendbarkeit 


in dem Falle A — 1, weil die Herleitung desselben auf der Voraus- 


setzung beruht, dass zwischen 1 und A eine Zahl eingeschaltet wer- 
den könne; der genannte Ausnahmefall bedarf daher einer weiteren 
Untersuchung. 


IL. Wenn das Product 


n (1 _ #41) 
Un 


bei unendlich wachsenden % sıch einer bestimmten endlichen Grenze 
p nähert, so kann letztere (wegen %,.,ı < %,) nur eine positive 
Grösse sein, rücksichtlich deren wir die drei Fälle u > 1, u —=1 
und # < 1 unterscheiden. 

Im Falle u — 1 denken wir uns zwischen # und 1 den un- 
ächten Bruch Y eingeschaltet und » so gross genommen, dass das 
oben erwähnte Product grösser als 7 bleibt, was jedenfalls einmal 
geschehen wird, Von einer bestimmten Stelle n = k an haben wir 
dann 
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(1 — —)>r, +1 -)>r @+a(ı te) >y 


8. n 
und erhalten hieraus 





k— k k— 
YUrı S k LAT u << nd Urs 
k+2—Y k— Y)(k—y+1)k—Yy-+2) 


Urs < gr32 "+2 < TO Rk+DaK+I) = ern 
_ mithin durch Addition 
ut urı + ws + ws ++: 

k=r | Eop&rtn) 

<ujl+t + TER) 
+ k-Nk-7+Vk—r+2) L. 

— REHDEHD 

Die rechts stehende Reihe ist ein specieller Fall der Reihe 
Nro. 3) in $. 36 und zare=k — 1,ß=%k— y, wobei immer 
k > y > 1 gewählt werden kann; auch convergirt unsere Reihe, 
weil y > 1, mithin « > ß ist. Daraus folgt die Convergenz der 
Reihe linker Hand, sowie die Convergenz der Reihe u, + % +, + etc. 
Wenn u < 1 ist, so denke man sich zwischen u und 1 den 
ächten Bruch y eingeschaltet und nehme % so gross, dass das Pro- 
duct n (1 _ = 1) von einer bestimmten Stelle n — %k ab kleiner 


als 9 bleibt. Durch ganz ähnliche Schlüsse wie vorhin gelangt man 
jetzt zu der Ungleichung‘ 
u + Urrı + Yrr2 + Urra +: 
k— k— 1 
> lı +7 rl M&k—-Yy+1) 





k(k+1) 
4 keN&-rtYk—yt2),,., 


k(kH1)C+2) 

Wegen y < 1 Jivergirt dıe eingeklammerte Reihe, um so mehr di- 
vergirt auch die Reihe linker Hand, sowie die Reihe % -+ %ı + %s 
etc. Alles zusammen giebt den Satz 


Die unendliche Reihe + % + u + etc. convergirt 
oder divergirt, je nachdem der Grenzwerth des Pro- 


ductes | 
n (1 _ "e1) 
Un 


mehr oder weniger als die Einheit beträgt, | 
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Dieses Kennzeichen erledigt meistentheils die Fälle, wo das 
vorige keine Entscheidung giebt. So erhalten wir z. B. aus Nro. 1) 
für —=1 


w 


3 1 


Lim [»(1-=2)] — um > — rt —_.S 1 
= IE Su 

2n 

mithin convergirt die Reihe 1) auch für x = 1. 

Für die Reihe 2) ist im Falle x = 1 
[el ale] 
Lam [»(i m )| = Lim| 1 ( 1 
oder, wenn — — 6 gesetzt wird, 


um [nf] = m [Et Pt. Ai a]en 


mithin convergirt oder divergirt die Reihe 
1 1° 1 1 
3) 7rrsty tat 
je nachdem 9 > 1 oder p < 1 ist. 
Da sie für »p = 1 divergirt, wie wir schon aus $. 36 wissen, 
so sind jetzt alle möglichen Fälle erledigt. 








Ein etwas zusammengesetzteres Beispiel bietet die Reihe 


4) 0 - (1-35) li = 


zes DEE DEN ER DEE 


worin & einen ächten Bruch bezeichnen möge. Hier liesse sich zwar 

das gegebene Criterium direct anwenden, würde aber zu einer etwas 

complicirten Rechnung führen. Kürzer gelangt man durch die Be- 

merkung zum Ziele, dass nach $. 8, Formel 5) jederzeit (1 +h)<h 

“ ist und dass folglich die Summe der obigen Reihe weniger beträgt als 
x? x? x? 


) Datsatrnat 


'Bezeichnet man die vorstehenden Summanden mit %, Us, U, etc., 
so erhält man 
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Lim »(-=)]= x 2ntn 


Un m (n +1)? — 2? 
y + — I 
(+1Y- (2) _y (@ ‚=: >|; 
+7) 7\. 
demnach convergirt die Reihe 5) und um so mehr die Reihe 4). 
Es kann sich treffen, dass der mit # bezeichnete Grenzwerth 
gerade —= 1 wird; dann verliert das vorige Kennzeichen seine An- 
wendbarkeit und macht wieder eine neue Untersuchung nothwendig. 


Diese Fälle sind indessen so selten, dass wir die Aufstellung weiterer 
Convergenzregeln unterlassen können *). 





— Lim 


8. 38. 


Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 


Aus einer Reihe, welche Glieder mit verschiedenen Vorzeichen 
enthält, kann man eine neue Reihe dadurch bilden, dass man allen 
Gliedern das nämliche Vorzeichen giebt; wenn nun die letztere Reihe 
convergirt, so ist zu erwarten, dass auch die erste convergiren werde. 
In der That kann man sich hiervon durch sehr einfache Schlüsse 
überzeugen, die wir nur an dem Falle zu erörtern brauchen, wo die 
Vorzeichen alterniren. Die ursprüngliche Reihe ist dann 


1) »-Ur% - wtWw—..- 
und die abgeleitete 
2) “ut tu mh. 


Wenn nun die letztere convergirt, so nähert sich jede der bei- 

den Summen 

Yın)=w tum tut. + Un-ı 

In) = u tw tw +: + un-ı 
einer endlichen Grenze [im entgegengesetzten Falle wäre der Grenz- 
werth von $(n) + %(n) unendlich, was der Convergenz von Nro. 2) 
widerspräche], mithin ist auch der Grenzwerth von 

pn) — vn) 
=W—-utrb —- WHt + Wn-2 — Mn-ı 


*, Vergl. d. Verf. Handbuch der algebraischen Analysis; 
5. Aufl. Jena 1873. 
Schlömilch, Analysis. L 12 


1) 
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eine endliche Grösse; die Reihe 1) convergirt daher und hat eine 
kleinere Summe als die Reihe 2). Aehnliche Schlüsse gelten in jedem 
anderen Falle. 

Bei den häufig vorkommenden Reiben mit alternirenden Vor- 
zeichen kann man die Convergenz noch auf einem anderen und viel 
einfacheren Wege erkennen, sobald von einer bestimmten Stelle » = %k 
an jeder Term grösser als der nächstfolgende ist, also 

Ur > Urı > Ur3 > Urs»: -- 

und ausserdem wie früher Lim u, — 0. Setzen wir nämlich 

Rı = u, 

R=% — (ur — Ur): 

B=% — (urı — 43) — (Urs — Urrı), 
und beachten, dass alle eingeklammerten Differenzen positiv sind, so 
haben wir 
3) Rı>RD>RD>R.:... 

Andererseits gilt für die Grössen 

RB = (m — ur) 

R=(u — %+1) + (Wu+2 — %r3): 

B = (m — mr) + (W432 — rs) + (Were — Urs): 
die Beziehung 
4) R<R<RBR<B.... 

. Endlich ist bei unausgesetzt wachsenden m 
. Lim (Ram—ı = Ran) — Lim Ur+3m—ı 0; 
hieraus folgt, dass sich Ram ı und R,„ einer und derselben Grenze 
R nähern, und zwar Rgm—ı durch Abnahme, Rgm durch Zunahme, 
Dieses R muss aber eine endliche Grösse sein, weil es nach Nro, 4) 
positiv und nach Nro. 3) kleiner als jede der Zahlen R,, R,, RB; etc. 
ist. Zufolge der Gleichung R = Lim Rım-—ı —= Lim Rım hat man 
R=u— Wwrıı + Wr — Wrs 4°. 
mithin convergirt die vorliegende Reihe und daher auch die Reihe 
uo — uU + % etc. Dies giebt den Satz: 
Eine Reihe mit alternirenden Vorzeichen convergirt 
immer, sobald ihre Glieder von einer bestimmten 
Stelle an fortwährend und in’s Unendliche abnehmen. 
Hieraus folgt z. B., dass die Reihe 


444-141 -44- 
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convergirt und dass ihre Summe zwischen 
und! —} 
44 4md} 44) -1 

u. 8. W. | 
enthalten ist; dagegen würde eine divergente Reihe entstehen, wenn 
man alle Glieder auf ihre absoluten Werthe reduciren wollte. Der 
obige Satz entscheidet daher auch in solchen Fällen, wo das vorige 
Kennzeichen zu keinem Resultate führen würde. 

Wir wollen hier eine Eigenthümlichkeit erwähnen, die bei den 
divergenten Reihen mit alternirenden Vorzeichen stattfinden kann. 
Wenn nämlich Lim u, eine endliche, von Null verschiedene Grösse 
g ist, so nähert sich %, — %,,ı der Grenze Null, und es kann sich 
treffen, dass die Reihen . 

Sm = (mw — u) + (a — u) + + (Um-3 — Um-ı) 

Samt = Ww — (m —%) — (u — u) —  ° * — (Um-ı — Yan) 
convergiren, indem man jede eingeklammerte Differenz als ein Rei- 
henglied betrachte. Unter diesen Umständen sind Lim S;„ und 
Lim Szmy+ı endliche Grössen, und als Grenzwerth ihrer Differenz 
erhält man 

Lim (Sam+ı — San) — Lim um =0, 
d. h. die Summen der Reihenglieder 
Wut mt- 

nähern sich zwei endlichen, um E von einander verschiedenen Gren- 
zen, je nachdem man eine gerade oder eine ungerade Zahl von Glie- 
dern zusammenrechnet. Divergente Reihen dieser besonderen Gat- 
tung hat man oscillirende Reihen genannt. 

Das einfachste Beispiel hierzu bietet die Reihe 

a—a + a—aü + “oo... 
deren Summe bei gerader Gliederzahl = 0, bei ungerader Glieder- 
zahl = a ist. _ 


Als zweites Beispiel kann die Reihe 
2 ———— 8 + 4 — 0] 6 ——n 9 9 9 8 
ı a3 Ta dir 
dienen, Hier ist 


Sm=i-iti-It gg 
ti ng tm 


bezeichnen wir mit 6 die Summe der unendlichen convergirenden Reihe 


11 1... 
12* 
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so erhalten wir 
Lim Sam = 6, Lim Sany+ı = 6 + 1, 
mithin oscillirt die obige Reihe zwischen 6 und 6 + 1. 


8. 39. 
Bedingte und unbedingte Convergenz. 


Die in $. 36 gezeigte Entstehungsweise der unendlichen Reihen 
beweist unmittelbar, dass durch die gegebene Function @(m) nicht 
nur die Grösse der einzelnen Reihenglieder » = (0), u =_p(l), 
U; — P(2) etc., sondern auch die Stelle eines jeden derselben be- 
stimmt wird; die Anordnung der Glieder ändern, heisst demnach, 
die Function @ durch eine andere ersetzen, wobei sich nicht im Vor- 
aus absehen lässt, ob die Summe der Reihe ungestört bleiben wird 
oder nicht. In der That wird das folgende Beispiel zeigen, dass eine 
andere Anordnung der Reihenglieder zu einer anderen Reihensumme 
führen kann. 


Wir betrachten die folgenden zwei convergirenden Reihen 

e=4-444-141-144- 1442, 

s=iH4-44444 1443 44-140 
deren zweite so aus der ersten gebildet ist, dass auf zwei positive 
Glieder ein negatives folgt; es darf dann 6 als der Grenzwerth von 


n=a-iti-dD+E-I44-d4 


1 1 1 1 ) 
+ Free Im: T In -ı im 
angesehen werden, ebenso 8 als Grenzwerth von 


n=ati-d+Gtt—- dr 


1 1 
eat 2) 
Die Differenz beider Gleichungen giebt 


nn mn=ird+3-d+E+h-dr 
— FRE j 
r in—a ? In 2n 


40-9 +45 +-- +) 


und hieraus folgt für nn —= » 
s-0=4-144-1+..]=10 
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d.h. s=30, 
womit die Verschiedenheit von 0 und s dargethan ist. 

Man erkennt demnach die Nothwendigkeit, zweierlei convergi- 
rende Reihen zu unterscheiden; ist die Summe der Reihe abhängig 
von der Anordnung der Glieder, wie im vorigen Beispiele, so heisst 
_ die Reihe bedingt-convergent, im Gegenfalle unbedingt-con- 

vergent. Daran knüpft sich gleichzeitig die Aufgabe, die Kenn- 
zeichen der unbedingten Convergenz aufzusuchen. 

Wir bezeichnen mit TU, die Summe einer Reihe von % Gliedern, 
nämlich 
1) v=-Ww+utrw +: + m-ı 
und setzen voraus, dass (für n = ®) Lim U„ gleich einer bestimm- 
ten endlichen Grösse U sei, mithin 


2) T=-wHtu+rwmHt:- -- .; 
die vorliegende Reihe ist dann convergent. Ferner bedeute 
3) TutwHtv+:--. +.» 


eine Reihe, welche aus Nro. 2) durch andere Anordnung der Glieder 
gebildet ist; es fragt sich dann, unter welchen Umständen die neue 
Reihe gleichfalls U zur Summe haben wird. Setzen wir vorläufig 
4) ,=utrvumtW%+r.' +%-n 
so können wir p so gross wählen, dass die vorliegende Reihe alle in 
Nro. 1) vorkommenden Glieder enthält und ausserdem noch 9 —n 
anderweite Glieder, deren Indices grösser als n — 1 sind, und die 
wir ın der Form j 
“tur tut: .- 
zusammenfassen. Demnach ist 
- D=ewtWwtwt 

mithin bei unendlich wachsenden p und n 

LmYy, —-— T=L.n+wt+w-+t':); 
soll nun die Reihe 3) gleichfalls U zur Summe haben, so muss 
Lim V, = U oder 
5) Lnwtw+%w+::)=0 
“sein, und dies ıst das Kennzeichen der unbedingten Convergenz der 
Reihe 2). Um aber den Gegenstand weiter zu verfolgen, wollen wir 
voraussetzen, dass die Reihe 2) von einer bestimmten Stelle an nur 
positive Glieder enthalte. Bei hinreichend grossen »n sind dann alle 
in der Gleichung 

U—- wm + tarı + Uuyr2 +. 
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vorkommenden Glieder positiv, und die Summe % + %,4+1ı + etc, 
der sogenannte Rest der Reihe, hat die Null zur Grenze, weil bei 
unendlich wachsenden » die linke Seite in U— Lim TU, == 0 über- 
geht. Nun besteht die Summe «, + % + u, + etc. aus p — n 
Gliedern, deren Indices > n — 1 sind; diese Glieder sind positiv 
und man hat desshalb 


0<w tur tu tr <m + nr + Wr. + 
mithin 
Lnw+w+%Wwt+'.)=0. 
Unter der gemachten Voraussetzung convergirt also die Reihe un-. 
bedingt. 


Diese- Schlussweise ist nicht mehr anwendbar, wenn die ur- 
sprüngliche Reihe theils positive, theils negative Glieder enthält; der- 
artige Reihen können daher möglicherweise zu den bedingt-conver- 
girenden gehören. Nur in dem speciellen Falle, wo die Reihe auch 
dann convergent bleibt, wenn man statt jedes einzelnen Gliedes des- 
sen absoluten Werth setzt, lässt sich die Sache folgendermaassen er- 
ledigen. Der absolute Werth irgend eines Gliedes 4, werde mit 
[4m] bezeichnet, dann ist zufolge der Voraussetzung 


[wo] + [m] + el + m] + -- 


eine convergente Reihe, mithin nach dem Vorigen 


Lim (Tu) + [a] + u) +3 =0, 
d. h. der absolute Werth von %, + % -+ u + etc. kann der Null 
beliebig nahe gebracht werden. Daraus folgt sehr leicht, dass 
Lim (+ + +) 0 
sein, mithin die Reihe unbedingt convergiren muss. Wir können da- 
ber folgenden Satz aussprechen: 


Eine unendliche Reihe convergirt unbedingt, wenn 
sie ihre Convergenz auch in dem Falle behält, wo 
alle Glieder auf ihre absoluten Werthe reducirt 
werden. 


Die anfangs erwähnte Reihe 
1444-1440 
genügt dieser Bedingung nicht, und es wird daher nicht überraschen, 
- dass sie nur bedingt convergirt. 
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8. 40. 
Convergenzbedingungen für periodische Reihen. 


Wegen späterer Anwendungen betrachten wir noch Reihen von 
den Formen 


200 + aı 008% + ag 00822 + a3 cos3X + - +», 
b, sinz + b sin2x + b, sin3x 4 - - - -, 

worin die Üoefficienten a), Qı, Qg etc., bi, da etc. als positiv voraus- 
gesetzt werden mögen. Wir unterscheiden dabei drei Hauptfälle; 
die Coefficienten können nämlich gleich sein, sie können zweitens 
eine steigende, oder drittens eine fallende Reihe bilden. 

Für 9 = a, =@.... 1ıst nach einer bekannten Formel die 
Summe der n ersten Glieder 

[3 + cosz + cos2x + cos8z +: -- + csm—1)x] 
sinn —Dx 

2sinie 

Bei unendlich wachsenden n oscillirt sin(n — $)x zwischen — 1 
und -+- 1 hin und her, ohne sich einer bestimmten Grenze zu nähern; 
die Reihe hat also, in’s Unendliche fortgesetzt, keine angebbare 
Summe, d. h. sie divergirt. Zufolge der Gleichung 

bi [sinz + sin2x + sin3x +.» + sinn — De] 
sn—Hr 
b KESE u er | 

gelten ganz ähnliche Schlüsse für die zweite Reihe; letztere divergirt 
daher gleichfalls für b, = b, = b; etc. 

Bilden a,, @, Q@2 etc. und ebenso’ b,, ba etc. eine steigende Reihe, 
so findet offenbar die Divergenz um so mehr statt; demnach bleibt nur 


noch der Fall zu untersuchen, wo jene Coefficienten eineabnehmende 


Reihe ausmachen. 

Die Summe der (n + 1) ersten Glieder der ersten Reihe heisse 
Sn +1; multipliciren wir die Gleichung 

Snıı =I0 + a, cosz + a, 00822 + --- + a, cosnz 
mit 2sinäx und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Product in 
die Differenz zweier Sinus, so erhalten wir 

2 Sn+1ı5ind® 

— msin!x + a, (sini3x — sinaz) ı a, (sindr— sindz) + - -- 


— —3 2n+1l _ 
talent 2)+a(si 2— sin" \e) 











1 ‚2an 
c—sin 
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und bei anderer Anordnung 


.2n 1 
2siniz.Sn+ı — tt, 


— (y — a)ein!z + (a — a) sind + (m —a,)siniz + ---- 
n—l 
% 
2 





en + (mo an)sin = 


Unter der Voraussetzung, dass 


1) > > >09 ...., und Lima, =0 
ist, lassen wir n ın’s Unendliche wachsen und haben 


. 1 . . 
2) L,m +1 = PITEE: (@ — a,)sin!x + (a, — a,)sin!x 

la —a)sinfet.- 
Hinsichtlich der Reihe 


3) a. —- a) + a —a) tra —%) +», 

als deren Glieder die eingeklammerten Differenzen gelten mögen, ist 
nun klar, dass sie aus lauter positiven Gliedern besteht (wegen 
a > >a, etc) und dass die Summe ihrer » ersten Glieder 
= @% — q,, mithin ihre volle Summe = a, — Lima, = a, Ist; 
die Reihe 3) convergirt also. Um so mehr muss auch die Reihe 

4) (m—ar)siniz + (a —a)sinie +, —a)sinie + ---- 
convergiren, denn ihre Glieder sind, den absoluten Werthen nach, 
kleiner als die gleichstelligen Glieder der Reihe 3), und ausserdem 
besitzt die Reihe 4) theils positive, theils negative Glieder. Bezeich- 
nen wir die jedenfalls endliche Summe der Reihe 4) mit @ (&), so 
folgt aus Nro. 2) 


pP 


p (x) 
2 sinix' 





und hier ist die rechte Seite eine endliche Grösse, so lange x nicht 
einen der speciellen Werthe 0, +2”, +4x, +6 etc. erhält; d. h. 





Wenn die positiven Üoefficienten Gy, Qı, Ay etc. eine 
unendlich abnehmende Reihe bilden, so convergirt 
die periodische Reihe 

200 + a16082 + 900822 + agcos3x + ---- 
für alle x, die nicht von der Form + 2knr sind. 


Indem man x + x an die Stelle von & treten lässt, gelangt 
man zu dem zweiten Satze: 
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Unter den obigen Bedingungen convergirt auch die 
Reihe 
10 — 01 6008% + a3 00822 — a3 00832 + ***- 
für alle x, die nicht von der Form + (2k— 1) sind. 
Um die entsprechenden Theoreme für die periodische Reihe der 
Sinus zu erhalten, multipliciren wir die Gleichung 
Sn = bı sinz + bsin2x + b, sindz + --- + b,sinnz 
mit 2sin!x und zerlegen jedes Product zweier Sinus in eine Üosi- 
nusdifferenz; bei etwas anderer Anordnung ergiebt sich 
2siniz. 5 + Du cost 1: 
— b, cosix — (bi — ba) cosdx — (be — b,)cos3r — ---- 
2n—1 x 
2 








ur (ba — bu) cos 


Vorausgesetzt, dass R 
bı >b, >b-.-::., und Lmb„ =0 
ist, wırd aus der vorigen Gleichung die folgende 


. 1 
Lim ng nIg bı cost x — (bi —b,) cos? x — (bz — b3) 00532x— 
Die Reihe 


6 —b)+&b—-5)+&b—u) +: -- 
enthält lauter positive Glieder (jede eingeklammerte Differenz als ein 
Glied gerechnet) und ihre Summe ist = b,; daher convergirt um so 
stärker die Reihe 
(db — b) cos$x + (dk —b,)cos$z + (b—bu)cosix + +» - 
und folglich hat‘auch die Reihe 
b, coslx — (bı —b,) cosdx — (be — b)costr — ---- 
eine endliche Summe, die Y(x) heissen möge. Aus der nunmehrigen 
Gleichung 


ae) 
Lim ae reF | 
geht hervor, Jdass die betrachtete Reihe convergirt, wenn x keinen 
der Werthe 0, + 2x, +42, + 6x etc. erhält. Im letzteren Falle 
würde aber die Summe der Reihe verschwinden, und man kann 
daher sagen: 
Wenn die Coefficienten di, da, d5 etc. eine unendlich 


abnehmende Reihe bilden, so ist die periodische 
Reihe 
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b,sinz + bsin2x + b,sin3xz +» -- 
convergent für jedes beliebige «. 
Indem man x -+z an die Stelle von x treten lässt, gelangt man 
noch zu dem Satze: 
Unter der obigen Voraussetzung ist auch 
b,sinz — bsin2x + bsn3x — »»--» 
eine stets convergirende Reihe. 


8. 41. 


Addition und Multiplication unendlicher Reihen. 


I. Es sei 
1) AR=Z%Wwtrmtwmt + 
2) en tun tm rt tm 
so ist auch, wenn a und b irgendwelche von % unabhängige Factoren 
bedeuten, 

3) au +bun + au +br +++ am + bu 
—=aP, +5. 

Unter der Voraussetzung, das im P) =Pud Lim = 0 
endliche Grössen sind, convergiren die Reihen 1) und 2), und zwar 
hat die erste, in’s Unendliche fortgesetzt, P zur Summe, die zweite 
Q; ferner wird aus Nro. 3) 

am Hm Fam Hin Fam tb +: --- 
—= Lim(aP, +5Q) =aP+bVQ. 

Man kann dieses Ergebniss folgendermaassen aussprechen: 

Das Aggregat zweier convergenten Reihen ist wie- 
der eine convergirende Reihe und die Summe der 
letzteren gleich dem Aggregate von den Summen der 
ursprünglichen Reihen. 

Dieser Satz gilt auch allgemeiner für jede endliche Anzahl 
gegebener convergirender Reihen. 


II. Um den entsprechenden Satz für das Product zweier Rei- 
hen zu erhalten, lassen wir letztere nach Potenzen einer Varıabelen 
x fortschreiten, wodurch die Uebersicht über die entsprechenden 
Partialproducte erleichtert wird. Es sei nämlich 


Paz tm tm +: ta, M, 
Oo = bs bb: +b2e2 +--. + Dar, 
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mithin P3, Os = abo + (mbı + aıdb,)& 
+ (md 7 ab, + 9) 
+» Pe 
+ (ao bau + a Ban r. -+ ad + Qgn do) 23 
+ (en an + dann a Y And r Qu b,) ar} 
4 . 
+ (ade + nnd) an 
+ Qsnban#*; 
vergleicht man diesen Ausdruck mit dem folgenden 
4) mb tab Fab)e ra tab Fmb)a?t 
+ tab tab + + am-ıbı + and) 2°", 
indem man x sowie alle a und b als positiv voraussetzt, so erhellt 
unmittelbar die Richtigkeit der Ungleichung 


83 < Pın Dn- 
Es sei ferner 
AR=o +2 +2? +: + 07 
=b +br + ba +4 2®, 
mithin 
Pad = ad + (abı + abo) 
+ (od + abı + %&b,)2? 
+ . oe. ee 8 8 8 8 8 € 
+ (ds + On du - Jar 
+ An bn*, 
so hat man durch Vergleichung mit 5%, 
San > Pr On 
und mit dem Vorigen zusammen 
5) Pan Jan > San > Pr On: 
Bei unendlich wachsenden » werden die für Pax, Qanı Pr On 


angegebenen Reihen gleichzeitig unendlich und im Falle der Con- 
vergenz sind 


Lim Pan = = Lim P, —P, 

Lim Qana = Lim Qu = 

endliche Grössen; unter dieser Voraussetzung ergiebt sich aus Nro. 5) 
die Gleichung 

6) Lim Sn =PQ, 

welche sagt, dass die Reihe 4), in's Unendliche fortgesetzt, convergirt 
und PQ zur Summe hat. 
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Wenn die ursprünglichen zwei Reihen mit Gliedern von ur 
gerader Stelle aufhören, d. h. von folgenden Formen sind 

Pınrı = 0% + 0% + .. + PIE he + Anrızrti, 

Inn =btbr +. + bt" + Dnyı "tt, 
so erleidet die vorige Betrachtung nur die kleine Modification, dass 
in Nro. 5) 


Pın =— Ponz+ı — Ggarı? "tl, Oan — Oen+ı — Don zı rt 
zu setzen ist. Zufolge der angenommenen Convergenz der Reihen 
wird dann 

Limfasa +1 2°?"+)) — 0, Lim (a, "t) = 0, 
Lim Pası = P, Lim Qanrı = Qı 
und damit kommt man wieder auf die Gleichung 6); d. h.: 

Wenn die unendlichen und convergirenden Reihen 
taz tm ar +. ..-, 
bu, +be+ ba? +ba° +. --- 

nur positive Glieder enthalten, so ist ihr Product 

eine gleichfalls convergente Reihe, nämlich 


sb + ab +tab)e + ob tab +mb)2? +, 
und dieSumme der letzteren ist das Product aus den 
Summen der beiden ersten Reihen. 

Die Schlüsse, mittelst deren die Ungleichung 5) hergeleitet 
wurde, verlieren ihre Anwendbarkeit in dem Falle, wo die ursprüng- 
lichen Reihen negative Glieder enthalten; denn es könnten z. B. die 
Glieder, um welche P,;„ Q2„ reicher als S;, ist, zusammen so viel 
Negatives geben, dass P;„ Q:„ weniger als S,, betrüge. Unter die- 
sen Umständen wäre es also möglich, dass die Reihe 

ob + (vd Faub)e + ab, taub +a,b)2? +: --- 
divergirte, und dann würde ihre Summe nicht angebbar, mithin auch 
nicht —= PQ sein. Das wirkliche Vorkommen dieses Ausnahmefalles 
mag folgendes Beispiel zeigen. 

Nimmt man 


" (1? 
=1, ,=b = 2 —— 
f ’ Vn+iı 


und multiplicirt die convergente Reihe 


1 1 1 1 
7 P=--—- - — ı -_ ___r.... 
nn mn'ptwt 
mit sich selbst, indem man die Glieder auf die obige Weise ordnet, 
so ergiebt sich eine neue Reihe | 
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Seh b tb ut 
deren ntes Glied ist: 

1 1 " 1 1 1 
Were t y— tz — tr te 
——VYn Va-1)2 Yn— 23 V2@—-ı) Vn 

Nach dem bekannten Satze, dass das geometrische Mittel zweier 
Zahlen kleiner als deren arıthmetisches Mittel ist, hat man 


VE-H@H)<tT-, 


‘ 





mithin 
4 - 1 2, 
VRr—Mk+Y<Vim+N, Va—h@+ı) >V 


nimmt man in der letzten Ungleichung k = 0,1,2,...n — 1 
und addirt alle entstehenden Ungleichungen, so erhält man 


n>nV oder „> 2 >V2n—1). 








n+l 
Daraus ist ersichtlich, dass 4, gleichzeitig mit n in’s Unendliche 
wächst, dass also die Reihe $ divergirt, mithin $ nicht = P? sein 
kann. 

Hiernach bedarf der Fall, wo die zu multiplicirenden Reihen 
negative Glieder enthalten, einer besonderen Untersuchung. Die 
Reihen mögen aus Gliedern mit alternirenden Vorzeichen bestehen, 
etwa 
P=w - m ta — ya +... 
9—=b — b2+-b2 — b,2? + ..., 
und convergiren. Fassen wir alle positiven und ebenso alle nega- 
tiven Glieder jeder Reihe zusammen, indem wir setzen 


D= ta tat aa +... 


U, = q% + A; 0° + Q; 2 + oo... , 
n,=b + 5,2 +b,t+b25 4 ...., 
V, = b,& + b, a3 nn b, x° + oo... ‚ 


so sind zwei Fälle möglich; es können nämlich die vorstehenden 
vier Reihen ebensowohl convergiren als divergiren *), und es sind 


*) So convergirt z. B. die Reihe ‘ 
ı1__1 ı __1 1 _1IL.... 
1 2 8 4 5 6 : 


' aber die positiven Glieder, für sich genommen, liefern die divergente Reihe: 
Hi HF DICH HE HN), 
und ebenso divergirt die Reihe der negativen Glieder: 


Hit el titir 


N 
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U), UT), Vo, Vı im ersten Falle endliche Grössen, im zweiten Falle 
unendlich gross. Beschränken wir uns auf den ersten Fall, so ist 
nach dem in Nro. I. bewiesenen Satze 

P=U,—D, = n — Di; 
ferner haben wir nach der Regel für die Multiplication solcher con- 
vergirender Reihen, die nur positive Glieder enthalten, 


U, = obs + (aub; + a2b,) x? + .:.. 
UN= br Habs tab) +. --- 
UN = a, box +» +3b)2®+°--- 
U,Vı = a,b, x? +...» 
mithin 


OP — TVı — UN + UıVı 
= Mb — (mdı + mb) © + (abs + ardı + abo) ©? 
— .b+b+ab +ab)r® + ----- 
Die linke Seite ist eine endliche Grösse und identisch mit 
(n—- U) (Mm —V)=PQ, 
mithin convergirt die erhaltene Reihe und hat PQ zur Summe. Wie 
man sieht, bleibt die frühere Multiplicationsregel ungestört bei end- 
lichen U,, U), Vo, Vı- Diese Bedingung ist aber erfüllt, wenn die 
Reihen ‚P und Q ihre Convergenz auch in dem Falle beibehalten, 
wo man die negativen Glieder durch gleichgrosse positive ersetzt, 
denn sobald die Summe zweier positiven Grössen U, und U, oder 
Y, und Y, eine endliche Grösse ist, muss jeder Summand für sich 
von endlicher Grösse sein. Wir haben daher den Satz: 
Wenn die unendlichen convergenten Reihen 


H— Het — ya tr... 
v, -bztba? — bad +. --- 
ihre Convergenz auch in dem Falle behalten, wo alle 
Glieder mit gleichen Vorzeichen genommen werden, 
so ıst ihr Product eine gleichfalls convergirende 
Reihe: 
vu — (md + ad) + (de + ad + db)? —---- 
und die Summe der letzteren ist das Product aus den 
Summen der beiden ersten Reihen. 
Die Reihe 7) genügt der ausgesprochenen Bedingung nicht und 
daraus erklärt sich, dass ihr Quadrat, auf gewöhnliche Weise ange- 
ordnet, eine divergente Reihe liefert. 
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8. 42. 


S 


Die Differentiation unendlicher Reihen. 


Schon in $. 5 wurde bemerkt, dass im Allgemeinen der Diffe- 
rentialguotient von der Summe einer unendlichen Reihe nicht noth- 
wendigerweise gleich der Summe von den Differentialquotienten der 
einzelnen Glieder sein müsse, dass man also aus der Gleichung 








1) S=-wtu tu +%+-.-- inimf. 
nicht ohne Weiteres auf die Richtigkeit von 
as L d% du d Ug .. 
2) Tr Fr Tr 7 
schliessen dürfe. Wir wollen dies jetzt näher untersuchen. 
Da u, und Zn ganz verschiedene Functionen von & sind, so 


kann es geschehen, dass die erste Reihe convergirt und gleichzeitig 
die zweite Reihe divergirt; dann ist aber die Summe der letzteren 
nicht angebbar und kann folglich auch der bestimmten Function = 
nicht gleich sein, d. h. die Gleichung 2) besteht dann nicht. Dass 
derartige Fälle vorkommen, zeigt das Beispiel 

g— 1088 cos27 ,_ cos3% 


1 + 2 4 3 + +... 


Hier convergirt die Reihe für alle zwischen 0 und x enthaltenen x 
und daher ist $ eine bestimmte Function von x; dagegen divergirt 
die Reihe der Differentialquotienten 


— siınz — siin?z — sin3r — +.» 








und folglich kann ihre Summe nicht = 485 sein.. Das Befremd- 


dx 

liche, was für den ersten Anblick hierin liegen mag, verliert sich 
‘übrigens durch die Bemerkung, dass es bei der Differentistion unend- 
licher Reihen eigentlich auf die Umkehrung der Aufeinanderfolge 
.zweier ganz verschiedenen Operationen ankommt. Bezeichnen wir 
nämlich den Differentialquotienten einer Function durch das Vor- 
setzen von D und die Summe von % +4 %ı + % + etc. kurz mit 
Zu, so ist in unserem Beispiele 


= 2, (fürn =1,2,3...) \ 
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und daher auch 


DS— DE zonn, 





dagegen ist nicht 


DS — zn ®r? 


— 2 (— sinne), 





d. h. man darf die mit & und D bezeichneten Operationen nicht in 
umgekehrter Ordnung vornehmen. 

Wie man aus dem Vorigen sieht, hört die Untersuchung dar- 
über, ob überhaupt D&u — & Du ist, sogleich auf, wenn die Reihe 
der Differentialquotienten divergirt, und die Frage kann daher nur 
noch sein, wie sich die Sache in dem Falle gestaltet, wo die Reihe 
der Differentialquotienten convergirt,. Wir wollen die wichtigsten 
hierauf bezüglichen Sätze entwickeln. 

I. Die Reihe 1) sei eine Potenzenreihe und f(x) ihre Summe 
etwa 
3) Ja tas tm tage... 

Diese Reihe convergirt, wenn der absolute Werth von 
Lim = _ Gm (=t,) 
An X” An 
weniger als die Einheit beträgt; setzen wir den absoluten Werth von 


—4 





Lim 
On} 1 
so können wir die ebenerwähnte Convergenzbedingung durch — A 
<2<T + A ausdrücken. Für alle derartigen x convergirt ferner 
die Reihe 
1a, + 292 + 3,2? +4ua° +: -- 
weil hier der absolute Werth von 


1 
1+—)r 
. (+1) An +1ı3* __ . ( ) _% 





Un+ı 
ist; mithin besitzt die zweite Reihe eine bestimmte Summe, die op (x) 
heissen möge, d. i. 

Da in den Gleichungen 3) und 4) x zwischen — A und + A 
liegt, so lässt sich immer eine willkührliche Zahl h von der Beschaf- 
fenheit finden, dass auch x + A zwischen — A und + 4 enthalten 
ist, und dann gelten die Gleichungen 
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5) Sekety=an+taa+h+m(kc+N? + 

6) gya+h)=ilm +2 +h +33(c th? +... 5 
Von den Gleichungen 5) und 3) nehmen wir die Differenz, divi- 

diren mit k und benutzen rechter Hand den Satz 


Bern ZI) yet) , 0<a<1 


_ oder specieller 
(x + h)7 — a" 


- = mat mh, 0 <m<I; 
wir erhalten . 
N fa+n —f@ 
h 


=1a +2, (ce +9%h)+30(e +9; h? +4, cc +9 h)+ --- 

Um vorerst den einfachsten Fall zu erledigen, wollen wir an- 
nehmen, dass alle Coefficienten a, , @s etc. positiv seien und dass & 
gleichfalls nur positive Werthe erhalte (0 < x < + A); die Summe 
der rechts stehenden Reihe ist dann, %k als positiv vorausgesetzt, 
grösser als 


la +2,82 +3,02 +...» = pa) 
und kleiner als 


in +2%»&@+h)+3,@+h? +.--=pe+h), 


wir haben also zusammen 
9() tet »— /@) 
Bei negativen A ist dagegen 
p(#) „ernre > p(c+h). 


Aus beiden Ungleichungen folgt durch Uebergang zur Grenze 
für verschwindende % 


< oc + h). 


9a) =f l (©); 
unter den gemachten Voraussetzungen ist also die Summe der Reihe 
1aı + 20, x + 3a, x? + etc. gleich dem Differentialquotienten 
von der Summe der Reihe 9 + aı 2 + a 2? + etc. 

Es kann sich in speciellen Fällen treffen, dass beide Reihen noch 
für <= + A convergiren; die vorige Betrachtung bleibt dann wört- 
lich dieselbe, nur muss man Ah negativ und seinen absoluten Werth 
<A wählen, um das Convergenzintervall nicht zu überschreiten. 
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, wo die Reihe 

‚W=entaztaetaat ._— 


Schlömilch, Analysis. I. 13 
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positive und negative Glieder besitzt, wobei wir uns x immer als 
. positiv vorstellen können, indem wir die verschiedenen Vorzeichen 
auf Rechnung der Coefficienten schreiben. Denken wir uns alle posi- 
tiven Glieder zu einer Reihe zusammengefasst und ebenso alle nega- 
tiven Glieder, so erscheint f(x) als Differenz zweier Reihen, deren 
jede für sich nur positive Glieder besitzt. Diese Reihen convergiren 
zufolge der anfänglichen Voraussetzung, und daher sind ihre Summen 
bestimmte endliche Functionen von x, die wir mit fı(x) und fs (x) 
bezeichnen wollen, so dass 

Io = Id) — ha) 

Für die Reihe 4) gilt Dasselbe und es sei 9,(2) die Summe 

aller positiven, @,(x) die Summe aller negativen Glieder, mithin 

9 = pl) — A 


Aus dem vorigen Satze folgt nun 
he): Be he, 
mithin 
= = HAN _ 22, 


also ist auch hier 





9a) =f(M. 
Wir haben jetzt folgendes Theorem: 
Wenn die Gleichung 
JS=#atae tw tam +... 
für alle zwischen — A und + A enthaltenen x gilt, so 
ist unter derselben Bedingung 
SQ=1ln +22 +3,22 +:..+; 
diese Gleichung besteht auch noch an den Grenzen 
der Convergenz (für 2 = + A), wenn in diesen Fällen 
beide Reihen convergiren. 

II. Die vorigen Betrachtungen sind leicht auf den allgemeinen 
Fall auszudehnen, wo die einzelnen Glieder der ursprünglichen Reihe 
irgend welche Functionen von & bilden. 

Es sei nämlich die ursprüngliche Reihe 


) SVEN) tIPED+ PEN) +... 
convergent innerhalb eines gewissen Intervalles und jedes ihrer Glie- 
der eine stetige Function von %; ferner convergire auch die Reihe 
der Differentialquotienten 

9) HyaA=YVHLVERDURDH 


von denen jeder einzelne gleichfalls continuirlich bleiben möge, 
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wenigstens innerhalb des Convergenzintervalles.. Wählt man jetzt 
h so klein, dass x + h die Grenzen der Convergenz nicht überschrei- 
tet, so erhält man | 

10) fern -1@ 

= YV(z+9h, 0) + V(cH+ Yıh, 1) + v (x + Veh, 2) + -—--—. 
und hier mag zunächst der Fall betrachtet werden, wo alle Glieder 
gleiche Vorzeichen besitzen. 

Ist nun irgend eine einzelne Function P(e) und ein indivi- 
dueller Werth von 2, etwa 2 = x, gegeben, so lässt sich h immer so 
klein wählen, dass die Function (2) innerhalb des Intervalles 
e=x bis 3=x +4 h entweder nur wächst oder nur abnimmt; 
man wird daher in den meisten Fällen *) % so klein nehmen können, 
dass jede der Functionen 

Ye, 0) 9 Ye, 1) ’ Y(x, 2), —|[i.. 
von & bis x + h nur wächst oder nur abnimmt. Dies vorausgesetzt, 
ist unmittelbar einleuchtend, dass die Summe der in Nro. 10) vor- 
kommenden Reihe zwischen 


ve) +VYERD+VYWEd Hp. 


un 
Vec+Hh) + VYa+hD + VRHhD) + =pR+h 
enthalten sein muss; es gilt folglich die Ungleichung 
-Sıa+h) — fa 

ga SFEIN IND < gar, 
worin sich die oberen Zeichen auf wachsende, die unteren auf ab- 
nehmende % beziehen. Durch Uebergang zur Grenze für verschwin- 
dende AR wird die vorige Ungleichung zur Gleichung 

9a) = fd); 
ın diesem Falle ist also die Differentiation der Gleichung 8) erlaubt. 
Dasselbe gilt, wenn R so klein gewählt werden kann, dass von einer 
bestimmten unveränderlichen Stelle ab die Functionen 
YV(a,m), Yo m+1), Va, m+2),---- 

entweder nur wachsen. oder abnehmen; denn man würde dann die 
Reihe 10) zerlegen in 


vVa+dhh) + VE HIN) + + Va + 9m-ı,m—]) 
+ Va + dumh,m) + Vet darım+ 1) ++... 
und jeden Theil besonders behandeln. 


*) Ausnahmefälle sind in der That möglich, wie nachher gezeigt 
werden soll. 
| 18* 
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Durch ähnliche Betrachtungen wie im Abschnitte I. lässt sich 
der gefundene Satz auch auf den Fall ausdehnen, wo die Reihe 10) 
positive und negative Glieder besitzt; die Aufstellung eines allge- 
meinen Theorems mag aber unterbleiben, weil dieses an so viele Be- 
dingungen geknüpft ist, dass es eine unförmliche und unbequeme 
Gestalt erhalten würde. 

Noch wollen wir mit wenigen Worten des Ausnahmefalles ge- 
denken. Ist z.B. x2< 1 und 


— It _I 2n+1 
ven) = (4 u 5)® 
va, =(1—D)2*, 

so kann man zwar für & < 1 dem Ah einen solchen Werth geben, 
dass (x, m), Y(z, m-+ 1) etc. zwischen x und x + h nur wach- 
sen oder nur abnehmen, für & = 1 und ein negatives h —= — 0 ist 
dies aber nicht mehr möglich. Die Function %’(x, n) erreicht näm- 
lich für < = re ihr Maximum; man mag nun Ö so klein wäh- 
len wie man will, so würde es doch immer Reihenglieder geben, für 
welche 


1—-6<——_<ı 


2n res 1 
ist oder deren Maxima zwischen 1 — Ö und 1 eintreten, die also 
innerhalb dieses Intervalles zu- und abnehmen. Die Reihe der Diffe- 
rentialquotienten ist daher bei diesem Beispiele zwar für x < 1, aber 
nicht für £ = 1 giltig. 

III. Das bequemste Verfahren, um über die Anwendbarkeit der 
gewöhnlichen Differentiationsregel zu entscheiden, besteht darin, dass 
man noch die zweiten Differentialquotienten der Reihenglieder be- 
rücksichtigt, indem man von dem Satze*) 


VErNZYN _ ya + 4a W"@+ sn 


Gebrauch macht. Lässt man nämlich in der Gleichung 
11) S@) = Ur, 0). + Ur, 1) + le, 2) + er 


x um h wachsen, ohne das Convergenzintervall zu überschreiten, so 
erhält man nach dem erwähnten Satze 


*) Dieser ist ein specieller Fall der Formel 18) in $. 18 und folgt 
aus letzterer ürrf=ya=ı,n =2 
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19 fern — 1@) 


= Ve, 0) + Vz, 1) + Vz, 2) + Ve, 3) +... 

+ 4% [9”(@+ 864,0) + 9’@+ hl) + V’@+ AN) +--] 

Hier ist einfach zu untersuchen, in wie weit die Reihe 
Ver) +VYEa+IhD + Y’a+ dh 2) + -- 

convergirt; so lange sie diese Eigenschaft besitzt, so lange ist ihre 


Summe eine endliche Grösse, etwa P(x, h), und wenn sie dies auch 
für A —= 0 bleibt, so wird 
Lim[h P(<, h)] = 0, 
mithin nach Nro. 12) 
13) SERIEN LYEY+- 
Als Beispiel diene folgender Fall. Es sei x ein ächter Bruch 
Y»(z, 0) = 0 und 


IE, n = — (1-2) = WM; 


nach $. 37 (Formel 4) convergirt dann die Reihe «, + % + etc. 
Setzen wır daher 


=, -1(1-5) _ (1-5 0.0 
so folgt 
2 2 2% 
= +3 + 5 at 


FEN RLECH E) PL @t on? r. 
[1?— (+9? 2 [2?— (&+ 9h)]? 

. wobei % so klein gewählt werden muss, dass auch x + h ein ächter 

Bruch ist. Die Summe der letzten Reihe wird zu gross, wenn man 

statt x + Dah, x + 9; h etc. die grössere Einheit setzt, es ist daher 


It@+Sm? |, 241 |, +1 
I<FaM<T-GLHND (2?— 1)2 + Gy tr" 





hier convergirt die von x unabhängige Reihe und hat eine numeri- 
sche Summe $, mithin ist 


0<RrPl@,h)< En +h8 


und 
Lim[h P (x, h)) = 0. 
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Die Gleichung 15) liefert nun 


2 2 2 
went atnatt 


und daraus erhellt, dass im vorliegenden Falle die Differentiation 
der Gleichung 14) erlaubt ist, - 


8. 43. 
Die unendlichen Doppelreihen. 


Unter einer Doppelreihe oder einer Reihe mit doppeltem Ein- 
gange versteht man ein Aggregat von folgender Form: 


1) “ru trwtrw tr 
+tututu tm tee 
+ututuatuWtre: 
4... Par er ya Er Sr Er Baer Ze er er 


das allgemeine Glied derselben wird durch «(") dargestellt, wo m und 


n ganze positive Zahlen bedeuten. Man kann sich die obige unend- 
liche Doppelreihe dadurch entstanden denken, dass man in der end- 
lichen, aus mn Gliedern bestehenden Doppelreihe 


2) ru +% +: + %-ı 
tututu te +, 
tut ta tech 
I EEE 
+ ud a de rd yr—D 


»—1 
die Zahlen m und rn gleichzeitig in’s Unendliche wachsen lässt; be- 
zeichnet daher sm die Summe der endlichen Doppelreihe 2), so 
muss man unter der Summe der unendlichen Doppelreihe 1) den 
Grenzwerth verstehen, welchem sich se” bei gleichzeitig unend-- 


lich werdenden m und n nähert. Im Fall dieser Grenzwerth exi- 
stirt und von endlicher Grösse ist, heisst die unendliche Doppelreihe 
convergent, ausserdem divergent. 


I. Setzen wir zunächst voraus, dass die unendliche Doppelreihe 
nur positive Glieder besitze und $ zur Summe habe, so ist 


% 
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3) s— 5” 


(m —]) (n—]) 
+ U, + Unrı + . 0.00 
+ u + u” + ..0.0. + u + u 4 a. 000%. 


a+l 

(m +1) (m+1) (m +1) (m +1) 
+ +u"t + tut + +. .. 
+ .. . . —...—.- "2. >, 0 90 a a 8 9 9 9 08 —o oe oo, © oo 2 0 8 08 08 9 Ve 98 — 


und da, der Voraussetzung zufolge, sm bei gleichzeitig in’s Unend- 


liche wachsenden m und n der Grenze $ zustrebt, so kann die linke 
Seite der vorstehenden Gleichung, mithin auch die Summe aller rechts 
verzeichneten Grössen kleiner als jede angebbare Grösse gemacht 
werden, wenn man m und n gross genug wählt. Wegen des positi- 
ven Vorzeichens aller Glieder kommt dieselbe Eigenschaft auch fol- 
genden Grössen zu: 


e, =u, + %,1 + Wi: 4 ee... 
+, +, + Feree 
+ tu, + u een 2005 


(m) ( ( (m) 
ur +” te, 


 ,m+1) (m +1) (m +1) 
+u +4 +... +] 


+ . 0 [2 0 82 12 08 08 0 0 0 0 0 . 
(m) __ ,„‚(®) (m) 
6, U, +%,1 + .. 00.0 . 
(m+1 (m+1 
+ ut 4 at oe oe 
+ [ uer Kur ur yuer Br ur Tr . . 0 0 0 000200» N) 


denn es besteht jede dieser Summen aus weniger Gliedern, als auf 
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der rechten Seite von Nro. 3) verzeichnet sind*). Die nunmehrige 
Gleichung 


(m) __ (m) (m) 

4) sS- S"=o,te" rn 

gestattet eine doppelte Schreibweise; man kann erstens dafür setzen 
(m) (mM) __ am) 

)) . S-e"— "=8"+Ro, 


und hier steht auf der rechten Seite die Summe der m ersten Hori- 
zontalreihen aus Nro. 1). Bezeichnen wir nämlich, wie folgt, 


s=uwtw+tw+ ... in inf. 
gs=ututwt Pe 
u 8 w. 


wo 8, s', s” etc. selbstverständlich endliche Grössen sind, so hat man 
statt der Gleichung 5) 


Sg — 0 — ”— 5 + gl + sr ir. + rd 


Bei unendlich wachsenden m und » wird hieraus, weil dann e® und 
” gegen die Null convergiren, 


6) S=s+s! +11 sl 4..... 
Ferner kann man statt der Gleichung 4) schreiben 


S— 0,— er — + 0” 


(m 


*) Die Bedeutung von 0, und 0” wird durch folgendes Schemu 


vollkommen anschaulich: 
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und hier enthält die rechte Seite die n ersten Verticalcolonnen aus 
Nro. 1). Für 


u. 8. w. 
ist nämlich 


3 -,-M=s,ta+ts,+ +8 


0 
und hieraus wird bei unendlich wachsenden m und 


Q)) S=s +53 +83: +84» - 
Die Gleichungen 6) und 7) geben zusammengenommen folgen- 
den Satz: 


Wenn eine nur positive Glieder enthaltende Doppel- 
reihe convergirt, so kann man sie sich ebensowohl 
aus einzelnen Horizontalreihen als aus Vertical- 
colonnen zusammengesetzt denken; die so gebildeten 
Reihen convergiren und haben dieselbe Summe. 


II. Bei der vorigen Betrachtung wurde angenommen, dass die 
Convergenz der Doppelreihe bekannt sei, und hieraus die Conver- 
genz der einfachen Reihen hergeleitet, welche entstehen, wenn man 
die Summen der Horizontalreihen oder der Verticalreihen als Glie- 
der neuer Reihen (6 und 7) betrachtet; es fragt sich nun, ob diese 
Schlüsse umgekehrt gelten. 

Die Glieder der gegebenen Doppelreihe denken wir uns zunächst 
auf ihre absoluten Werthe reducirt und bezeichnen letztere wieder 


® I I . [) . 
mit Ur U, etc. uU etc. Ferner setzen wir voraus, dass dıe Reihe 


der Horizontalsummen s, s!, gÜ etc. convergire und $ zur Summe 
habe; es ist dann 


Ss + sl + gu LU ıL.... 


Zieht man hiervon die Summe der m ersten Glieder ab, die mit 
S") bezeichnet werden möge, so bleibt 


Ss — sm — sm) + sm+D + s(m +2) + oo... 


Für hinreichend grosse m kann die linke Seite kleiner als jede 
angebbare Zahl gemacht werden (wegen $S = Lim S"); von der 
rechten Seite gilt dasselbe, und wenn daher & irgend eine willkühr- 
liche Zahl bezeichnet, so kann m immer so gross gewählt werden, 
dass 
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8) me DL... 
= u” + u + u” +... 
+ umtDı mt ı u tn + ren 
+ de umtd ut? 4 ..... 
4 Tree 


weniger als 1& beträgt. Andererseits sind s, sl, sl! etc., der Voraus- 
setzung nach, endliche Grössen, mithin convergiren die gleichgelten- 
den Horizontalreihen, z. B. 


(m)__ „m , ,mw fm) an 
;, =4u +4 + + 
Zieht man hiervon die Summe der r ersten Glieder ab, so bleıbt 
+ u, + un, Lee 
und durch ähnliche Schlüsse wie vorhin überzeugt man sich leicht, 
. dass diese Summe kleiner als jede angebbare Zahl, also auch < am € 
gemacht werden kann, wenn n wächst. Die Summe der m Reihen 
a Fa + 
I 1 I 
+% to FW + 
Hr Hi pereen 
lässt sich daher unter 3& herabbringen. Vereinigen wir diese m Rei- 


hen mit denen in Nro. 8), so gelangen wir zu dem Resultate, dass 
dıe Summe der Glieder 


(m) (m) 
+ u + u” + .u.00 0 ... 2... . an nr er ee ee eo ne 0 900100 0 
(m+1) (m+» . u U Dur ur Yu Bar er or Tr ur Br er Tr Tr a er Br er Br Tr vr Tr 
+" tu" + 
+ een n en Pa a 


kleiner als & gemacht werden kann, also jedenfalls eine endliche 
Grösse ist. Durch Hinzufügung der in sem enthaltenen Glieder ent- 


steht jetzt eine Doppelreihe mit gleichfalls endlicher Summe. Unter 
Rücksicht auf Nro. I. giebt dies folgenden Satz: 
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Wenn die absoluten Werthe der Glieder einer unend- 
lichen Doppelreibe, in Horizontalreihen gruppirt, 
lauter convergente Reihen geben und wenn die Reihe 
der Horizontalsummen wiederum convergirt, so ist 
auch die Doppelreihe convergent und es bleibt dann 
gleichgiltig, ob man die Gliedtr in horizontaler oder 
in verticaler Richtung vereinigt. 

Dass dieser Satz zu gelten aufhört, wenn die absoluten Werthe 


der Reihenglieder nicht mehr convergente Reihen liefern, mag fol- 
gendes lehrreiche Beispiel zeigen. Die unendliche Doppelreihe sei 


aD -3a—d +49 -IU-D Ha—d 
HA-PAA- HA PlA—P+H4al-D 
Ba-PIa-PHa—-DP—la—-P Ha 


worin je zwei in derselben Horizontalreihe stehende Glieder sich auf- 
heben; die Reihe der Horizontalsummen ist hier 


st pi -slre.... 

9 +31 — 9? +39 t ee 
3 

a 


Für die Reihe der Verticalsummen findet man 
+ Sı 7% + 8 r ._.—_— 
— +3 3 _ : +3 ı — i +4 4 _ 0101. 
hier ist bei i Addition einer ungeraden @ k— D Anzahl von Gliedern 
Sa-ı = +4 ä "und LmSa-ı=+3 3» 
dagegen bei Summenkeong von 2k — 2 Gliedern 


le 





Sa-ı =} — z 1 1 
woraus erhellt, dass die Reihe der Verticalsummen nicht convergirt, 
sondern zwischen + 4 und — 1 hin und her oscillirt. 

Das für den ersten Augenblick befremdliche Resultat, dass die 
betrachtete Doppelreihe bei der einen Anordnung eine bestimmte 
Summe liefert und bei der anderen unbestimmt wird, erklärt sich 


sehr einfach, wenn man erst die Summe sem aufsucht.. Man findet 


nr —4- Ort — (1-4) + (1-4)"* 


and um hieraus die Summe der unendlichen Doppelreihe abzuleiten 
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muss man m und n gleichzeitig in’s Unendliche wachsen lassen ; dies 
giebt 


s=-}-1+4 Lim tim |(1—)"* | . 


Denkt man sich ın dem letzten Ausdrucke erst m als constant 
und vergrössert n in’s Unendliche, so hat man 


Lim ((i — 2] — 1, mithin Lim Lim ((ı — 27] —1, 
undS= + }- 


Lässt man dagegen zuerst n constant und m in’s Unendliche 
wachsen, so ergiebt sich 


1 \et+l ur: 1 \m+i 
Lim ((ı — 2) | —0, mithin Lim Lim [(i 2 | —=( 
undS=—!}- 
Man könnte aber auch m und n gleichzeitig, in irgend einem 
Verhältnisse zu einander, unendlich vermehren; setzt man z. B. 


m + 1== hn, wo h eine constante positive ganze Zahl bedeutet, so 
wird ' 


m+1 hn 
Lim Lim (1-+ "= zm| (1-4) |=* 
n n 
—h 
S=—1+te ‘) 
1 m+1l 


Man sieht aus diesen Erörterungen, dass (1 7) bei 


gleichzeitig unendlich wachsenden m und n sich keiner bestimm- 
ten Grenze nähert; dasselbe gilt von gm und daher ist die betrach- 
tete Doppelreihe divergent, obschon sowohl die Horizontalreihen als 
auch die Reihe der Horizontalsummen convergiren. Dagegen wür- 
den die absoluten Werthe der Reihenglieder keine convergirenden 
Reihen liefern (es wäre schon s=&) und eben desshalb besteht das 
vorhin ausgesprochene Theorem nicht mehr. 
II. Es seien Pund Q die Summen der beiden convergirenden 
Reihen 
tun tmtmtre, 
vtrutrtn tut‘ 
von denen wir voraussetzen, dass sie ıhre Convergenz beibehalten, 
wenn die Reihenglieder auf ihre absoluten Werthe reducirt werden; 
in der Doppelreihe 


* 
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“Yu tun tan + wm +. 
+ turn +Wwvtı +.» 
+» tu%+°--- 

+ wu tr: 


convergiren nun die Horizontalreihen und haben die Summen 
Pu, Pu, Pu Py,**-», 
auch convergirt die Reihe der Horizontalsummen 
Pu +Pı t Pu t Pu +: 
=Pu tu tv +9 +: )=PR. 

Zufolge des in ll. ausgesprochenen Theoremes convergirt jetzt 
die vorige Doppelreihe und darf nach Verticalcolonnen geordnet wer- 
den, d. h. die neue Reihe 

“u + Wr + um) + Wr + mr + %%) 
+» + wm tw +9) + .-- 
ist convergent und hat PQ zur Summe. Die Betrachtung der Dop- 
pelreihen führt demnach auf den in $. 41, I. entwickelten Satz 
zurück. 


Cap. VI. 


Die Potenzenreihen. 


84. 


Die Theoreme von Taylor und Mac Leurin. 


Um vorerst zu einer Verallgemeinerung des in $. 18 unter 
Nro. 17) verzeichneten Theoremes zu gelangen, setzen wir ähnlich 
wie dort 


N) Herterar+ Tr Wr 


— 1) 


+ Pe fe @) 


und verstehen unter @(x) die unbekannte Summe der rechts stehen- 
den Reihe; gleichzeitig nehmen wir an, dass die gegebene Function 
/(&) nebst ihren » ersten Differentialquotienten endlich ‚und stetig 
bleibe innerhalb eines gewissen Intervalle 2==a bis 2==b. Durch 
Differentiation ergiebt sich | 
__ (d —— 2) (n) 
Orr eu al} 

und da unter den gemachten ennreungen p(z) und (x) von 
x—=a bis <—b endlich und stetig bleiben, so kann die Formel 6) 
in &. 8 oder die mit ihr identische 


rar), 0<a<ı 
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angewendet werden, in welcher Y(x) eine willkürliche, von z=a 
bis x=b endlich und stetig bleibende Function bedeutet, deren 
Differentialquotient %’(z) gleichfalls endlich und stetig bleiben muss 
und überdies zwischen a und b keinen Vorzeichenwechsel erleiden 
darf. Nach Nro. 1) ıst $(b)==/(b), ferner lässt sich aus der Formel 
für 9’(x) der Werth von (a + ®[b—-.a]) ableiten, und so erhält 
man aus der letzten Gleichung den Werth von P(a). Setzt man 
such in Nro. 1) 2a und vergleicht die beiden Ausdrücke von 
9 (a), so hat man das Pal 


10 +" era IN pr. 


4 mn fe? (a) 
em _ _ VO) Hl) AM—MB— a), _ 
VG a RE 


Fürb—-a=h oderb=a--h folgt hieraus der sogenannte Tay- 
lor’sche Satz 


) SC+D mn sa + Ar Amy... 


fe») ,, 
tır2.o—nD" ’ 


wobei zur Abkürzung 

Yla+h) — v (a) _ (1 —H1fW (a -+9h) 
vV(a+®h) 1.2... —]) 

gesetzt worden ist. Zur Gültigkeit dieses Satzes gehört, dass f(z) 

f'(e),f" (e),...f® (2), Yle) und Y’(e) vons—=a bs ze—=a-+h 

stetig und endlich bleiben und dass %’ (2) innerhalb dieses Interval- 

les sein Vorzeichen nicht wechselt. 


)) R= n— 


Für a=0 und k=x ergiebt sich das Theorem son Mac 
Laurin, nämlich 





f' 9 „+0 


„ SO-A=/0+ + 
| DO) _ 
P ct 12.0)” R 
d()— F(0) 1 MIYW(®z) gi, 
5) Rı = Y (9x) 1.2...(n—]) 


welches aber nur gilt, wenn f(2), f' (2), f" (2)... f"(e), Y (ze) und 
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%'(g) von <—=0 bs e=xr stetig und endlich bleiben und wenn 
%’' (2) innerhalb dieses Intervalles keinen Vorzeichenwechsel erleidet. 

Da der genaue Werth des positiven echten Bruches 9 unbekannt 
ist, so lässt sich auch der genaue Werth des sogenannten Restes 
R,„ nicht genau angeben, sondern nur sein Maximum und Minimum. 
Sehr häufig aber ist bei unendlich wachsenden » 


6) Lim R„, =0 


und dann hat man aus Nro. 5) 
nn  sararM.r P ar. 


d. h. die Function f(x) lässt sich unter allen genannten Bedingun- 
gen in eine nach Potenzen von X fortschreitende Reihe verwandeln. 
Dass letztere convergirt, versteht sich von selbst. Ob und unter 
welchen Umständen Lim R„ —=0 ist, bedarf in jedem Falle einer 
besonderen Untersuchung. Diese kann man sich einerseits durch 
passende Wahl der beliebigen Function % (2) erleichtern, anderer- 
seits kann man hierzu folgenden Satz benutzen: wenn u, einen von 
n abhängigen Ausdruck bedeutet, und wenn ferner bei unendlich 
wachsenden % 


—1< Lim u 4 1 


ist, so ist Lim u. —= 0. Die Richtigkeit dieses Satzes folgt augen- 
blicklich aus der Bemerkung, dass unter der gemachten Voraussetzung 
die unendliche Reihe %,; + % + us + etc. convergiren, mithin auch 
Lim u„ = 0 sein muss. 

Die Formel 7) zeigt, wie man eine Function f (x) unter gewis- 
sen Bedingungen in eine nach Potenzen von & fortschreitende unend- 
liche Reihe verwandeln kann, und es lässt sich erwarten, dass diese 
Umwandlung nur auf eine einzige Art möglich sein wird. Die letz- 
tere Bemerkung bedarf indessen einer genaueren Untersuchung; wir 
wollen daher eine Gleichung von der Form 


8) a) = ++. +9,22 +92... 


als bestehend voraussetzen und umgekehrt fragen, welche Werthe 
dann die Üovefficienten ag, Gı, A, etc. haben müssen. 

Zum Bestehen der Gleichung 8) gehört vor Allem die Conver- 
genz der vorkommenden Reihe; der absolute Werth von 


In ® er = x Lim Intı 


Lim 
Ai” R 
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darf mithin die Einheit nicht übersteigen, folglich muss Lim = 


n 
eine endliche Grösse sein, welche & heissen möge; die Convergenz 
der Reihe findet dann sicher statt, wenn der absolute Werth von @x 
ein echter Bruch ist oder 


1 1 
= ,<se<t Fr 


Bezeichnen wir den absoluten Werth einer Zahl 2 wieder mit 
[2], so haben wir'nach der gemachten Voraussetzung 


An+1 art! 


Lim | FR |=ka<ı, 


bei hinreichend grossen n muss folglich der genannte Quotient klei- 
ner bleiben als ein zwischen [@x] und 1 eingeschalteter echter Bruch 
&. Derartige Werthe von n mögen k, k + 1,%k -+ 2 etc. sein; nach 
einer oft gebrauchten Schlussweise findet sich dann 


Bart) <a] last] < [a2] en... 

mithin 

[ax] + [arı HH] + [ua tt?] + ---- 
< [a, x*] 1 


1—s 





Zerlegen wir nun die Reihe 8) wie folgt 


Jd=o tur +% 22 +... + a, a7 
+. + ont + apct+-, 


so beträgt der absolute Werth des zweiten Theiles rechter Hand 
weniger als der vorhin gefundene Ausdruck, und daher lässt sich 
die vorstehende Gleichung durch die folgende ersetzen 


2 —1 LE 
„ SOd=m tar + nr? +. + 12 +75 
worin Q@ einen positiven oder negativen echten Bruch bezeichnet. 
. Für x = 0 folgt hieraus 
10) F (0) =4, 
womit der Werth von a, bestimmt ıst. Subtrahirt man die Glei- 
chung 10) von der Gleichung 9) und dividirt mit x, so hat man 
weiter | 


Schlömilch, Analysis. L 14 
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beim Uebergange zur Grenze für verschwindende x nimmt der Quo- 
tient linker Hand die Form $ an, man findet aber nach der Regel 
des $. 31 


11) zo =a. 
Vermöge der Werthe von a, und a, hat man weiter aus Nro. 9) 
a0 22 
73. 
=mtast tm ae 


und als Grenzwerth für verschwindende 2 


F"(0) _ 
12) 1.2 9 
Auf gleiche Weise fortgehend, erhält man für irgend einen 


Coefficienten a„, wenn k > m genommen wird, 


ff" (0) 
Im =7,2.3...m 


Demnach lässt sich eine gegebene Function f(x) nur auf eine 
Weise in eine unendliche unbedingt convergirende Potenzenreihe 
verwandeln. 

Eine Folge dieses Satzes ist, dass eine Gleichung zwischen zwei 
convergirenden Potenzenreihen, also eine Gleichung von der Form 


trat? tar +--- 
=b +bh2 + bb +ba+ 


nur bestehen kann, wenn die Coefficienten gleicher Potenzen von % 
identisch sind, nämlich 9 =b,, a =b, Gab; u 8 w. 
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$. 45. 


Der binomische Satz. 


Da wir die Entwickelung von (1 + x)“ für den Fall eines gan- 
zen positiven # bereits in $. 7 erledigt haben, so setzen wir im Fol- 
genden immer voraus, dass U keine ganze positive Zahl sei. Behufs 
der Anwendung des Theoremes von Mac Laurin nehmen wir ferner 

S=(i+r]% 
und haben 
Pu — Y)W—2)...(a—k—1) (+ Ja 
_kW— 1) (0 — 2)... u—[k— ıD 
Gray 

wobei die zweite Form für k > u dient, welcher Fall früher oder 
später eintritt. Sollen nun f(x), f(x), f" (z) ete. endlich und stetig 
bleiben, so darf der Nenner (1 + x)?-# nicht verschwinden, mithin 
ist, wenn man von 20) ausgeht, & auf das Intervall — 1 bis + © 
zu beschränken, so dass 


— 1<z<+» 
die erste Bedingung der Entwickelung ist. Nach Nro. 4) und 5) in 
$. 44 und für P (2) =a? — (© — z)P wird, p > 0 vorausgesetzt, 


1) (1424 —R, 
14 ID a DRIN... 
FEIN (u— rn — 2]) en 
Mb Ur yr POoe Ten Eu, 
9) need. Bee) a=-Nter, 
1.2....(r —1).p (1 +92)" 


Um zu erfahren, unter welchen Umständen der Rest bei unend- 
lich wachsenden n gegen die Null convergirt, nehmen wir zuerst 
die beliebige positive Zahl P—=1 und ertheilen dem ” die Form 


R.=(— 1)"ux (1 + Yo)e (1 _ r) (1-5 _E 


( — a) 

” (1- n— 2 1+9%x 

Da x zwischen — 1 und + © liegt, so ist 1 + 9x jedenfalls 
14* 
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positiv, mithin ux(1 + 9x)#—-! eine endliche Grösse; daher fragt 
sich nur noch, ob alle übrigen Factoren zusammen ein Product geben, 
welches bei unendlich wachsenden » der Grenze Null zustrebt. 
Nennen wir & den absoluten Werth von x, so ist für positive z, d.h. 
für = 8, 

s—Iı 8-9 

1492 1+9£ <$6 
und bei negativen x, d. h. für x = — £, wobei & ein echter Bruch 
sein Muss, 








der absolute Werth des letzten Bruches beträgt weniger als &, mit- 
hin ist in jedem Falle 
s—dr 
E + >| <5 


wofern nur x zwischen — 1 und + liegt. Aus den bisherigen 
Schlüssen geht hervor, dass Lim R, — 0 wird, sobald der Ausdruck 


„=(1-#) (1-£) .. .(1-&-)e- 


bei unendlich wachsenden n die Null zur Grenze hat. Da nun 
Um . 
Lim 5 = 1am[(1=n)e]=3 
ist, so findet die letztere Bedingung in dem Falle &<<1 sicher statt, 
während dagegen für & > 1 sowohl Lim wn als LimR,„ unendlich 


‘werden würden. Aus der Gleichung 1) folgt jetzt durch Uebergang 
zur Grenze für 2 = ® 








3) (1 Ha ER VETM ey... 


— 1<are<Hl. 

Die beiden extremen Fälle x = + lundz = — 1 bedürfen 
noch einer speciellen Untersuchung. Für 2 = + 1 haben wir aus 
Nro. 2), indem wir die beliebige Zahl p durch " ersetzen, 

— DD) &—2)... (u —[r—1)) 1 \* 

(a +9 re UWE.  Boln—ı) (3 
4) R=(l +9) 1.2.3....n 1+9% 

Der erste Factor ist immer von endlicher Grösse; der letzte 


Factor liegt zwischen 0 und 1, doch darf man hieraus nicht schlies- 
sen, dass 
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Tim (5 + ;) | zu 


sein müsse, weil 9 auf unbekannte Weise von n abhängt *); das Ver- 
schwinden von R„ findet daher nur in dem Falle sicher statt, wo 
der zweite Factor gegen die Null convergirt. Um hierüber urtheilen 
zu können, unterscheiden wir die Fälle eines positiven und eines 
negativen u. Bei positiven u giebt es immer zwei aufeinander fol- 
gende ganze positive Zahlen %k — 1 und k, zwischen denen u ent- 
halten ist; dem entsprechend kann folgende Zerlegung vorgenommen 
werden 
u(u— 1) (u—2)... d—In— D_ 
1.2. 3. .n 


(1). mn BE). G-Ma-e+). (k—u+n—k—1), 
..k k+1)(k+2)...k+n—k) 

Der erste Brah rechter Hand besitzt einen unveränderlichen 

Werth; der zweite Bruch ist von der Form 
BB+NG+NY)...- P+m—]) 
(a +1)(« +2).... (em —1)' 
e—=k+1, B=k— u, m=n—k 
und hat nach $. 36 die Null zur Grenze, weil hier « > ßist. Für 
jedes endliche positive u gilt daher die Gleichung 
wu —1)B—2). e— r—1]) _ 

ö) Lim 1.2.3. 

Wenn zweitens u negativ etwa u —= — A ist, so wird 

u —1)u—2)... B—-IR—1]) 
1.2.3....n 
_ (-ıy AA +HN)(A-+2)... A+n—]) 
zu 1.2.3.2... n ’ 

und nach dem vorhin erwähnten Satze convergirt der Bruch rechter 
Hand gegen dieNull, won 1>4,d.b. —1<—A oder -1<yu 
ist. Die Formel 5) gilt daher unter der Bedingung -1<u<+to, 
und dann hat man auch Lim R„ = 0. 

Im zweiten Hauptfalle x = — 1 giebt die Formel 2) 


0 





*) So würde z. B. für I = — der obige Grenzwerth nicht = 0 son- 


den = n werden. 
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Wir betrachten hier zuerst den Fall, wo u negativ = — A ist 
und nehmen dann p = 1; die rechte Seite der Gleichung 

m @+DA4D...atn-) A 

1.2...... r—]) (1 —9)r1 

besteht jetzt aus zwei Factoren, von denen der erste in’s Unendliche 
wächst, während der zweite jedenfalls mehr als A beträgt; demnach 
wird Lim R,. =». Ist dagegen u positiv, so kann man p —=ü 
nehmen und erhält aus Nro. 6) 
7) RB =(-1% —1) (—2).. . (u — RD 


1.2..... (rn — 1) 
mithin nach Nro. 1) 
. (— 1)" -1 (u — 1) (u— 2). .(d — [r — 1]) 
1.2. RD 
_ »  u(w—1) uw) (u — 2) 
=1-7 tr 7a Tas men 


„ıPkw—1) ...» W—-In—2)) 
a u 1.2....n—]) 
Dieses Resultat bestätigt sich auch durch die identische Glei- 
chung ($. 36) 
BE+NB+N)....Btm—1) 
ee +1) (@ +2)....(e+m—]) 
P-a , B-WB ,„ B-)BB+N 
a Fear) Fawenaratr 
.. + 9 BB+D. --$+m—2) 
Tele tl) +2)....e + m—1)' 
welche für ae =1,ß=1— u, m=n— 1 Dasselbe giebt. Durch 
die Schlüsse, womit die Gleichung 5) erreicht wurde, überzeugt man 
sich ohne Mühe, dass auch hier 


„e-de-9... -R-ı) _, 
1.2..... MT) 


mithin Lim R„ = 0 ist. Alles Bisherige führt zusammengenommen 
zu folgendem Theoreme: 


Die binomische Entwickelung 
tat 
11, + ed Kun a2 Pe 
-=1r7etr gg rg. + 
gilt für jedes endliche u, wenn der bsolnte Werth 
von x ein echter Bruch ist; im Falle <= + 1, muss 
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dagegen u zwischen —1 und +» liegen, und im 
Falle x —= — 1 darf u nur positiv sein. 


Häufig vorkommende specielle Fälle dieses allgemeinen Binomial- 
theorems sind: 











8) alt date, 
— 1<re<H+t1l; 
1 _ 1 1.3 1.3.5 
9 Vi ee hg Tg re ’ 
— 1<zsHt1]; 
— x: - 122 1.3 2? 
10) Vitz=1+,— sıt3ıs- en ., 
— 1<z<+t1]; 


aus der letzten Gleichung erhält man noch durch Anwendung einer 
bekannten Formel 


y»  Vın_, vv 


2 
x „1.3 «3 1.3.5.7 25," 
atggetgassmt 
—1<sersHl. 


Handelt es sich um die Entwickelung der uten Potenz einer 
zweitheiligen Grösse, so nenne man a denjenigen Theil, dessen abso- 
luter Werth der grössere ist, und b den übrigen Theil; es ist dann 


13) @+H9r=arlı + 2) 
ee] 


tor 


Diese Formel lässt sich u. A. zur Ausziehung der Wurzeln belie- 
big hoher Grade anwenden; so ist z. B. 


VYısa2 = Y135+7 125( 14 — 5) 


u 1 7 (2) 128 (7 \’- | 
=sl1+3 125 3.6 \135 +353 125 p 
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BEE 4 
Ve=Vsa-sı- Vai (1-5 


—3h_1.3_13 =) u) - .. 
— 4 81 4.8\81/  4.8.12\81 


Das hierbei befolgte Princip wird man leicht erkennen. 


8. 46. 


Die logarithmischen Reihen und die Exponentialreihen. 


I. Die Annahme 
f=ll+) 


giebt zunächst ya m 
— 1)"711.2.3...(k—1 
DEE 2 
woraus ersichtlich ist, dass f(x), f (x), f' (x) ete. endlich und stetig 
bleiben so lange x zwischen — 1 und + ® liegt. Unter dieser Vor- 
aussetzung und für Y(2)=x?r — (2 — s) führt das Theorem von 
Mac Laurin zu folgender Gleichung 


1) " (1+2 — BR. 
—1r In + 128 — .... 4 aan, 
— (_ y- A-NTat, 
NT Tate) 


Für p = 1 erhält der Rest die einfachere Form 
x x — da\r 

R=aır 1+%x Er ’ 
wegen -— 1 << + ist 1 + 9x positiv, mithin der erste 
Bruch jederzeit von endlicher Grösse; ferner gilt wie im vorigen 
x—d8 
1+9®9xr 
weniger beträgt als der absolute Werth von &. Der Rest convergirt 
daher gegen die Null, wenn der absolute Werth von & ein echter 
Bruch ist; bei dieser Voraussetzung folgt aus Nro. 1) 








Paragraphen die Bemerkung, dass der absolute Werth von 


2) la+))=xz—1a +18 It. ...., 
Die extremen Fälle x —= + lud = —]1 verlangen eine 


besondere Untersuchung. Für 2 = + 1 ergiebt’ sich, wenn p = n 
genommen wird, 
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_ Ey 
En — na +) +9)" 
mithin bei unendlich wachsenden n 
LimRB,„, =D. 
Fürrz = —1lundp= n wird 
—]1 
na 


hier wächst zwar der erste Factor des Nenners in's Unendliche, dage- 
gen könnte 9 die Einheit zur Grenze haben und folglich der Nenner 
die unbestimmte Form ©.0 erhalten; man darf daher nicht behaup- 





ten, dass Lim R, — 0 sei. Nach diesen "enerungen 1 haben wir 
3) u+a=ie—jetiem—tearee-, 
— 1<sr<sH|l 
Lässt man — x an die Stelle von x treten, so folgt 
4) IAa—a) = — in in Ind — it — ...., 
— 1<sı<H+t!]; 
die Differenz der Gleichungen 3) und 4) ist 
5 (GE) +Hie Hier) 
— 1<xg < +1. 
Für — —. wo # jede positive Zahl sein darf, folgt weiter 





_ole-1, ı[e—1\ (et) ]. 
6) = 2; +1 srı) t3orı) r° 
und damit ist, wenigstens theoretisch, die Aufgabe gelöst, zu jeder 
positiven Zahl den natürlichen Logarithmus zu finden. Bei kleinen 
Werthen von z, wie z.B. fürs — 2 unda= 3, ist dig Formel 6) 
zur numerischen Berechnung vollkommen brauchbar; bei grösseren z, 
z. B. schon für 3 = 10, convergirt dagegen die Reihe so langsam, 
dass sie praktisch nicht mehr benutzt werden kann. 

Aus der Bemerkung, dass !(a + b)=1a + (1 +2) ist, er- 


hält man leicht unter Anwendung von Nro. 3) 
latb)—1 32) +36) 
7) (.+b)= aıtr7 3\, \7 ) 
—1 << +1; 
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diese Formel, welche auch mittelst des Taylor’schen Satzes ent- 
wickelt werden kann, dient zur Berechnung von !(a -+ b), wenn la 
bekannt ist. Eine zu demselben Zwecke noch bequemere Formel 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

b 
Ir Batb 

b 

 2a+b 

wenn der zweite Logarithmus rechter Hand nach Nro. 5) entwickelt 
wird, nämlich 


8) Ka+)=1a42|, +! Gr) +] 


Diese Formel gilt für alle positiven a und b, weil dann ———_ 3 3 z 
immer ein echter Bruch ist. Hat man aus Nro. 6) den Betrag von 
12 gefunden, so kann man jetzt 23, 14, 15 etc. berechnen, indem 
manb=1lund a = 2,3, 4 etc. setzt; selbstverständlich braucht 
man nur die Logarithmen der Primzahlen mittelst unendlicher Rei- 
hen zu berechnen. 

Die künstlichen Logarithmen der Zahlen lassen sich aus deren 
natürlichen Logarithen auf folgende Weise herleiten. Es ist gleich- 
zeitig 


lKa-+b)—=la-+t! 


- 


. z—=el unde = b’loge, 
mitbin, wenn man von beiden rechten Seiten die natürlichen Loga- 
rithmen nimmt und vergleicht, 

Is.te = doge . 1b oder ls = Plogs . Ib, 
und umgekehrt 

doge — m iz = Myle, 

wo M, den sogenannten Modulus des aus der Basis b construirten 
Logarithmensystems bezeichnet. Für das Brigg’sche System ist 
db = 10 und nach den vorigen Formeln 

10 = 2,30258509, Mio = 0,43429448. 

IL. Nehmen wir f(x) = e*, so ist f® (x) = e* und os bleiben 
daher f(x), f’(&), f"(x) etc. durchaus endlich und stetig; der Mao 
Laurin’sche Satz giebt dann 

=—_R, 


1 1 
It 7 tig tree tg God 
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und zwar ist, wenn Y (2) —= 2x" — (2—s)" gesetzt wird, 
R, x” et ® 
1.2. 3. j 
Man übersieht augenblicklich, dass Lim R. = 0 wird, sobald x 
eine endliche Grösse ist, und wenn der Ausdruck 
F 
1.2.3...n 
gegen die Null convergirt; wegen 
. M+1_ 7; % 
Irm Un Lim +1 
findet die letztere Eigenschaft bei jedem endlichen x statt, mithin 
ıst Zim R, — 0 und 
3 


9) rt rn 


Für x = 1 erhält man eın Resultat, welches im Wesentlichen 
mit dem übereinstimmt, was in $. 7 gefunden wurde. 

Lässt man — x an die Stelle von & treten, so ergiebt sich aus 
Nro. 9) die Gleichung 


Un 


—=0 





+ -1-2ı U _F_ı.... 

10) F=-1l-7t7g rast ' 

welche mit der vorigen durch Addition oder Subtraction verbunden 
werden kann; man erhält 


e*? + e—° 2 x* 


IM) —gmeltggtiasat' 
ee — ce” x x3 x> 
12) , "(it mtrmast 


Die Formel 9) führt auch zur Entwickelung einer beliebigen 
Exponentialgrösse a*, wenn nur deren Basis @ positiv ist; man hat 
nämlich 
13) a! = (e!e)z — — erla | 

zla (xTa)? (x Ta)? 


-1r 7 tr Tg Fıast 


Setzt man in Nro. 9) e? = g und nimmt beiderseits die Loga- 





rithmen irgend eines Systemes, so folgt x = Lh ,‚ mithin 


log 
1 logs En log we): 
14) —1 +7 1 loge log e r° 


Hierin liegt die Lösung der Aufgabe aus dem Logarithmus einer 
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Zahl die letztere herzuleiten. Am einfachsten wird die Formel bei 
natürlichen Logarithmen. 


8. 47. 
Goniometrische und cyclometrische Reihen. 


I. Da die Differentialquotienten des Cosinus abwechselnd Sinus 
und Cosinus, mithin jederzeit endlich und stetig sind, so lässt sich 
der Mac Laurin’sche Satz auf den Fall f(x) — cos x anwenden und 
giebt, wenn im Reste % (2) = x* — (r—2)* genommen wird, 


x” 1 
1) 008% — 1.2.3..,°® (nr +9) 
Fr ze gn-1 (n—1)z 
1 ta 12. Pia. 


Aus Abschnitt II. des vorigen Paragraphen weiss man ferner, 
dass bei unendlich wachsenden n 
. x” 
Dim y.3..n 
ist; verbindet man biermit die Bemerkung, dass cos(inz + %:) 
nicht über das Intervall — 1 bis + 1 hinausgeht, so gelangt man zu 
der Formel 


=0 


x? a x8 
) s—l- 17; tri3 31 Ian. tr 


welche für jedes endliche x gilt. 
I. Auf ganz ähnlichem Wege findet man 


mE — sind 
8) sin x 133 „rGra+®:) 
x 2 25 ur . n—1)# 
= ms: mat 1.2.0) 92 
und bei unendlich werdenden » 
L__ 8 x? x5 
4) ud leeir Yes vr Fr Bu vr Ve Sa 


Da sich aus sin x und cosz die übrigen goniometrischen Functio- 
nen des Bogens & herleiten lassen, so ist hiermit das Problem der 
Berechnung aller goniometrischen Functionen gelöst. Uebrigens wer- 
.den wir später noch besondere Reihen für tanz, cotz, secxz und 
c8c x entwiokeln. 
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III. Um das Theorem von Mac Laurin auf den Fall /(x) 
— arcsinx anzuwenden, lassen wir zunächst n + 1 an die Stelle 
von » treten und schreiben demgemäss 


F () — Rar+ı . 

_ f'(0) (0) , F" (0) „ 

=) + Ze r Tg rt ria..n 

Aus der in $. 14, Nro. 7) entwickelten F'ormel 

F*+VD(x) — Ditlareinz — 
1.3.5... @k—1)(,__ Ik 1—® 1.3 (k), INN. 
2:(1—z)V 1—r2 2k—1 1+r  (2k—1)(2k—3) \1+z 
geht nun zunächst hervor, dass f(x), f(x), f(x) etc. endlich und 
stetig bleiben so lange x? die Einheit nicht erreicht; wir müssen 
daher — 1 < x < + 1 voraussetzen. Die genannte Formel liefert 
auch die Werthe von /’(0), f"(0) ete., doch kann man dieselben kür- 
zer aus der Relation 
pe+dg) — CEHDESNE) + MR) 
‚1—x 
herleiten ($. 14, Nro. 6); es folgt nämlich 
Ff*+?(0) — k? f® (0) 
mithin, weil f(0) = 0 und f’(0) = 1 ist, 
FO)=0, F(0) = 0 ’ (0) = 0 oo... 
f"(0)= 1?, fY(0) = 1?.3°, fYU(0) = 1?2.32.5%.... 

Denken wir uns » als ungerade Zahl, so haben wir bis jetzt fol- 

gendes Resultat 


5) | arcsinz — Barı 
_% 122, 1.3.2 1.3...(n — 2) x* 
=7tr3 7 tr74; + t54..0-D)# 


welches noch durch eine Discussion des Restes zu vervollständigen 
ist. Wollte man letztere auf die bisherige Weise ausführen, so würde 
man eine etwas complicirte Untersuchung anstellen müssen; wir 
benutzen daher ein anderes Verfahren. Dieses beruht auf der Bemer- 
kung, dass der Differentialquotient von arcsinx eine algebraische 


Function, nämlich gleich der Potenz (1 — 2) 3 ist und dass folglich 
der Differentialquotient der Gleichung 5) mit einer nach dem bino- 
mischen Satze vorgenommenen Entwickelung übereinstimmen muss. 
Um diesen Gedanken auszuführen, bezeichnen wir den Rest R„; 1, 
‚ der jedenfalls von x abhängt, mit p(x), und setzeenn = 2m—1; 
es ist dann 
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1.3 x&° 
6 _ er un 
) arcsin x +55 +20 84 
1.3.5...2m— 3) x„?"-1 
+ 37.6. @m3)2m_ı + 9@) 
und durch Differentiation 
1 1 1.3 

— Ir LT Leeeeeenn 

N) Ta I+ 32 +57 + 


1.3.5...2m — 3) 


2.4.6. re 


+ 
Andererseits ist, wenn man in Formel 9) des $. 45 — x? für 
x setzt, 


zit za + gt 
1.3.5...2m— 3) „n— 
+3... ‚(am —2)” 





1.3..(2m—1) 2m+1 (2m-+1)(2m-+3) 
+7 4....(2m) wer et 


und nun giebt die Vergleichung beider Resultate 
Pe) = 


.3. em —D) om 2m-+1 (2m +1) (2m + 3) 
4 ....(2m) ” rt 


Aus den Gleichungen 6) und 7) geht ferner hervor, dass @(«) 
und @’(z) innerhalb der Grenzen — 1 und +1 endlich und stetig 
bleiben; zur Ermittelung von @(x) lässt sich daher das Theorem 


92) = Y(0) + xy(dr) 
benutzen, und zwar en dies, weil (0) = 0 ist, 
..(2m — 2m+1 
mt 2 


(2m +1) @m+3),, 
eignen 


Die Summe der eingeklammerten Reihe liegt zwischen Null und 
19222 +92 +. = — 
sie kann daher mit 





Dammzmuifjy2mtl 9223 
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5 
1-92 
bezeichnet werden, wo & einen nicht näher bestimmten positiven ech- 
ten Bruch vorstellt. Zufolge des hiermit gefundenen Werthes von 
(x) ist nun nach Nro. 6) 
1.3.5...(2m — 1) &9?r g’m+1 


8 nn em I) EN 
WET I G.....Om) 1— 9:73 
z , 12, 1.3. 1.3...(2m — 3) 2?=-1 


-7tr337 t345+°°" Tr 2.4...@m—)) 2m—1 

Die hier vorkommende Reihe zählt m Glieder und wird unend- 
lich für m = »; wegen x? </ 1 ist in diesem Falle Lim =?” — 0, 
während 1 — 92x? ımmer von Null verschieden bleibt. Hieraus 
folgt sehr leicht, dass sich der Rest der Grenze Null nähert und 
dass mithin die Gleichung besteht: 
1 2° 1.3 5 1.3.5 «7 
ss taastyaer 
— 1<re<Htl 

Für z = +1 verliert diese Schlussweise ihre Gültigkeit; der 
Rest erhält nämlich die Form 
1.3.5...2 m —1) s#°” 
—2.4.6..... (2m) 1— 9 
und besteht aus zwei Factoren, deren erster zwar gegen die Null 
convergirt, von denen aber der zweite unendlich wird, falls 9 die 
Einheit zur Grenze hat, was man nicht wissen kann. Wir stellen 
daher noch folgende Betrachtung an. 

Bezeichnet % einen Bogen des ersten Quadranten, so gilt die 
Gleichung | 


RE DOREEN 1 — cos% der ig — 1 — cos« 
sin zu — —. oder 54 — arcsin 7 


worin das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist; für 
sinuw—x wird cou—= V1—x,u— arcsinz, mithin 


1—vy1—a? 
10) l arcsinz = arcsin \ ı-Vıza = arcsiny, 


wobei y eine von selbst verständliche Abkürzung vorstellt. Wäre 
nun die Gleichung 9) auch nur für alle Werthe von 2 = 0 bis & 


9) arcsınz = — + 


— n bewiesen, go könnte man doch die rechte Seite von Nro. 10) 
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entwickeln, da hier y das Intervall O bis \ n durchläuft, wenn ? 
von 0 bis 1 geht; demgemäss ist 


—— ——7 
I arcsinz — \ ze, | Vırazzl +... 


Das erste Glied lässt sich für alle, die Einheit nicht überstei- 
genden Werthe von x? in eine Potenzenreihe verwandeln, wie For- 
mel 11) in $.45 zeigt; dasselbe gilt von den übrigen Gliedern, wenn 
man beide Seiten der erwähnten Formel der Reihe nach auf die 3te, 
Bte etc. Potenz erhebt; man hat daher 

larsine=30c + 4a? + La +... 
+4(ı23 + 225 -+---.) 
+ 3(32° + ---.) 


Diese Doppelreihe erfüllt alle Bedingungen, welche nach $. 43 
nöthig sind, um die Reihenglieder in Verticalcolonnen summiren zu 
dürfen; vereinigt man daher die unter einander stehenden Glieder 
und multiplicirt nachher mit 2, so gelangt man zu der Gleichung 
11) arsnz = +42 + 325 +... », 
und zwar gilt dieselbe von z<=0 bis 21 oder auch von = —1 
bis x — + 1, da beide Seiten immer gleiche Vorzeichen besitzen. 
Zufolge des in $. 44 bewiesenen Satzes muss die jetzige Entwicke- 
lung 11) mit der früheren 9) identisch sein; formell gelangt man 
also zu keinem neuen Resultate, wohl aber erfährt man, dass die 
Gleichung -9) auf das Intervall x = — 1 bis z = + 1 ausgedehnt 


werden darf, wenn sie früher auch nur von x —= 0 bis x = v! 


gegolten hätte. 

Giebt man dem x einen solchen Zahlwerth, dass arcsin x einen 
bekannten aliquoten Theil der Kreisperipherie ausmacht, so erhält 
man in jedem Falle eine Reihe zur Berechnung der Ludolph’schen 
Zehl; so ist z. B. für x —=3 








za _ 1,1 1 1.3 1 
srırssatrgaamte 


Die Specialisirungen x = \ n und z-= 1 liefern ähnliche 


Reihen, jedoch convergiren letztere zu langsam für die numerische 
Berechnung. 
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Aus Formel 9) lässt sich endlich noch eine Reihe für arccos x . 
ableiten, wenn man von der Beziehung 


arccosz =1in — arcsinz 
Gebrauch macht. 


IV. Die in $. 14, IV. entwickelten Formeln zeigen, dass die 
Differentialquotienten von 
I) = arctanz 
für jedes endliche x continuirlich und endlich bleiben; ferner ist 
F@9(0) = 0, fRH+V(0) = (— 1% 1.2.3..:(2%), 
mithin nach Mac Laurin für Y(e) = 2" — (2 — 5)" 


(— 1)" 1 gen , 1 
AV BE Va pe) sin (r arctan 55) 


=1: 123 +15 — ...+(— 1) 


Der absolute Werth von —— 
Vvı+922 

absolute Werth von x; der Ausdruck 

x” 41 (7 % ) 
nV (ı +9 22)" zu Vv1ı+92 

convergirt also bei unendlich wachsenden n gegen die Null, wenn 
Lim (32 )= — (0) ist, und Letzteres findet so lange statt als der 
absolute Werth von x die Einheit nicht übersteigt. Da ferner 
sin (n arctan 35) das Intervall —1 bis + 1 keinenfalls überschrei- 


tet, so hat der Rest unter den vorigen Bedingungen die Null zur 
Grenze, und mithin ist 
12) artnz —in in +15 cc 
— 1<ı<+1 
Im Fall der absolute Werth von & mehr als die Einheit beträgt, 
kann man die Gleichung 


arcanz — 


n—1 


„sin; (n — ur, 
n—]l 


beträgt weniger als der 


| 1 
13) arctanz = ir — arccotx — ir — arcian — 


benutzen und arctan — nach der obigen Formel entwickeln; dies 


giebt, z als positiv vorausgesetzt, | 
1 1 1 


Schlömilch, Analysis. I. 15 
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Bei negativen x sind beiderseits die Vorzeichen umzukehren. 
Durch die Formel 13) erledigt sich auch die Entwickelung von 
arccot x. 

In dem speciellen Falle x — 1 geht die Gleichung 12) über in 

j i = ı — 1 +3 3 __ ı + .uo00.. ; 
dieses Resultat ist indessen nur formell merkwürdig und eignet sich 
wegen der ausserordentlich langsamen Convergenz der Reihe nicht 
zur numerischen Berechnung von #%. Bequemere Formeln erhält man 
dadurch, dasg man 3x in zwei oder mehrere kleinere Bögen zerlegt 
und diese einzeln berechnet. So findet man z. B. nach Formel 10) 
in Abschnitt II. der Einleitung 

1x — arctan l + arctan }, 

in = arclan $ + arctan } + arclan }, 
und hier kann man die einzelnen Bögen leicht nach Formel 12) in 
rasch convergirende Reihen verwandeln. 


8. 48. 
Die Methode der unbestimmten Coefäcienten. 


Bei Functionen, die irgendwie aus sogenannten einfachen Func- 
tionen zusammengesetzt sind, gelingt es nicht selten, direct das Inter- 
vall zu bestimmen, innerhalb. dessen eine Reihenentwickelung für die 
zusammengesetzte Function existiren muss; in solchen Fällen wird 
die Restuntersuchung unnöthig und sind nur noch die Coefficienten 
der Reihe zu ermitteln. Hierzu benutzt man oft mit Vortheil ein 
vom Mac-Laurin’schen Satze unabhängiges Verfahren, das im 
Wesentlichen darauf hinauskommt, die Coefficienten vorläufig unbe- 
stimmt zu lassen und sie durch irgend eine Eigenschaft der gegebe- 
nen Functionen erst später zu bestimmen, wie dies schon in $. 7 ge- 
schehen ist; gewöhnlich leisten hierbei Differentistionen gute Dienste. 
Das Detail des Verfahrens wird man aus den folgenden Beispielen 
ersehen. | 

I. Multiplicirt man die Gleichung 11) des vorigen Paragraphen 
mit sich selbst, was. nach $. 41 ohne Weiteres erlaubt ist, so gelangt 
man zu dem Resultate 

(arcsinz)? = a? + rt + 22° +- 
welches für alle, das Intervall — 1 bis I 1 nicht } überschreitende % 
gilt. Das Bildungsgesetz der Coefficienten tritt aber bei jener Multi- 
plication nicht klar zu Tage und würde auch nach dem Mac-Lau- 
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rin’schen Satze schwer zu finden sein, weil hier f(x) ein Ausserst 
complicirter Ausdruck ist; wir setzen daher vorläufig 
1) (arsin? = at Fat a2 + -::--, 

— 1<r<Hl. 

Aehnlich verhält sich die Sache, wenn man die Reihe für arcsin 
mit der Reihe für (1 — x? 3 multiplicirt, wobei nicht zu übersehen 
ist, dass die letztere nur unter der Bedingung -— 1<ze<+t 1 
convergirt; man erhält dann eine Gleichung von der Form 

arcsin 
y ———— —b,2 b, x? bad -.-... D 
) Vi—-2 1 + 3 + 5 + 
_1<?7r< + 1, 
und auch hier ist das Bildungsgesetz der Coefficienten nicht näher 
bekannt. 

Um nun alle @ und b zu bestimmen, differenziren wir die Glei- 

chung 1) und erhalten 
2 arcsin x 

3 ——— 292% +42 +6,25 4: ++; 

) Vı-2 ax +42? + 6a2° + 
diese Differentiation ist erlaubt, weil sowohl die ursprüngliche als 
die abgeleitete Reihe, welche letztere mit Nro. 2) übereinstimmen 
muss, innerhalb des Intervalles — 1 bis + 1 convergirt. Multipli- 
cirt man die Gleichung 3) mit YV 1—x? und differenzirt noch ein- 
mal, so wird | 

er = (1.2; + 3.4a,%? + 5.60,% + .. )) 1—x? 

— PN , 


7 


— (2%% 40, 64, x5 ..)———; 

(2x +40, + 6% + I 
nach Multiplication mit YV 1—x? verschwinden die Radicale und es 
lassen sich dann alle negativen Grössen auf die linke Seite schaffen, 
wodurch bei gehöriger Zusammenziehung folgende Gleichung entsteht: 

1.20 +3.4u,22 +5.6,0 +... +» 
— 2 + 22922 + 43a, ++: 
- Die Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von z 
giebt nun 


2 93 
a =1, =, =57 
43 23.42 
u Tr Yes Fer Dr A 
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überhaupt für jedes ganze positive k 
22.43,62...(2k — 2)? 2.4.0.2) 1 


9 = 775.4.5.6...@) 8.8.7.(@k—1) K' 
und demgemäss haben wir nach Nro. 1) 
2 xt 2.42 
,_® — .... 
4) (arcsin x) ıtr355+t335+ , 


i<a<tı 


Man übersieht augenblicklich, dass sich auf ähnlichem Wege 
auch die höheren Potenzen von arcsin x entwickeln lassen; die Coef- 
ficienten werden aber weniger einfach. 

Substituirt man die Werthe von Qs, Q@,, Q@s etc. auch in die Glei- 
chung 8), so erhält man noch 


ATCSN T 2 2.4 
5) Yıa=’tr7° ’+5z + 0.0. N 
— 1<re<Hl. 


Dieses Resultat gewinnt eine bemerkenswerthe Form, wenn man 


= ——_ __ mithin arcsinz = arctan s 
Vi+e | 
setzt; es wırd nämlich 
J 8 2 9 2.4 g? \3 ]. 
6) tt 1+2 + 


Mit Hülfe der schon in $. 47 benutzten Gleichung 
1x — arctan 4 + arctan } 
findet man z. B. aus Nro.:6) 


X 4 2 2 2.4.6 /2 \? 
enlt35t5 5) +337 15) ++] 
8 21 ,2.4/1\3 246 (1... 
trete rar) 
wonach die Berechnung von x sehr leicht ist. 


II. Zufolge der in $. 47 für den Cosinus eines beliebigen 
Bogens gefundenen Reihe hat man 


Wlarcsin x)? , urlarcsinz)* - 


oder auch, wenn man die Potenzen von arcsinx entwickelt, 
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c08 (kn arcsinz) — 1 -E a Hit + 22 4....) 
++ 376 4 ....) 
24 8 u 


a 
— 750 (x + ... .) 
4 .‘cso0e. 

Alle hier vorkommenden Horizontalreihen convergiren von 
<= — 1bis 2= + 1, ferner convergirt die Reihe der Horizontal- 
summen (die vorige Reihe) und sie behält ihre Convergenz auch in 
dem Falle, wo man den Gliedern gleiche Vorzeichen giebt; es sind 


also die Bedingungen erfüllt, unter denen die Doppelreiks nach Ver- 
ticalcolonnen geordnet werden darf und folglich ist 


ern) = 1 Kun ı, Mt 
cos (u arcsinz) —= 1 7? + 54 x* 
_ Pi 20nt + baut)... 
720 rt 


oder mit anderen Worten ‚ es existirt eine Reihenentwickelung von 
der Form 
) ohwersnd=1— AR + At — Ar +: ---, 

| — 1<srı<sH+tl 


Durch Multiplication mit der Entwickelung von (1 — 223 er- 
hält man noch 


sy Akaremn) _)_ But Bm— Bet----, 


VI 





—-1<r<+t1 
Ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen sich an die Function 
sin (u arcsin x); diese kann zunächst in die einfache Reihe 

warcsinz w?(arcsinz)?  wSlarcsin x)’ 

ı "r23 "12.3845 
verwandelt werden, welche nach Entwickelung der Potenzen von 
arcsinz in eine Doppelreihe übergeht. Letztere genügt den Bedin- 
gungen, unter denen die Anordnung nach Verticalcolonnen erlaubt 
ist, und so ergiebt sich ein Resultat von der Form 
9) . sinlmarsina) = ur — Ar + Ar — +. 

— 1<re<+t1]; 


durch Multiplication mit der Entwickelung von (1 1971 folgt noch 
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sin (u arcsin x) u: —- Bet Bo—::.. 


2 Vize 
-1<ea<+1 


Um nun die Coefficienten zu bestimmen, differenziren wir die 
Gleichung 7) und erhalten 
usin(uarcsinz) _ 
die Befugniss zu dieser Differentiation liegt darin, dass sowohl die 
ursprüngliche als die abgeleitete Reihe 11), welche letztere mit 
Nro. 10) übereinstimmen muss, zwischen — 1 und ++ 1 convergirt. 
Wir multipliciren ferner die Gleichung 11) mit Vı1-— x: und diffe 
renziren noch einmal; das Ergebniss ist 

w?ccos(f1 arcsin x) 
Vı—a? 
— (1.24 — 3440 + 5.640 — + -)V1—o8 


— (242 — 44,2? + 6425 — ++) Vi_2 


oder nach beiderseitiger Multiplication mit Y 1 — x? und gehöriger 
Zusammenziehung 
12) u? cos(u arcsin x) 

= 1.24 — 3.44,2?2 + 5.64, 0% — 7.842° +» 

_— 2,2 + 2A,M— Art.» 

Diese Entwickelung kann nicht verschieden von Nro. 7) sein; 
substituirt man in Nro. 12) für cos(p arcsin x) die ursprüngliche Reihe 
und schaft die zweite Reihe rechter Hand auf die linke Seite, so hat 
man 


11) —=2Aı2 — AA + 6A — ...., 


WA + WA Art — WON Ar +. 
a aa 5.6A,0 — 7.8425 +.» - 
_ mithin durch Vergleichung der Coefficienten 


) 2 __ 922 12(u2 — 92 
„=, au, -EW-9 


1.2 3.4 12.3.4° 
0 En _ W2(u? — 22) (u? —4?) 
BE eieies we wu Huhn, 
Zufolge dieser Worthe ist nach Nro, 7). 
13) cos (u arcsin x) | 
—1— ww—2?) ,„ _ WW —29) W—49) . 
1 "+ 7234” 2... ren 


— 1szsHl, 
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und nach Nro. 11) 
14) sin (u arcsin x) 
Vı—. 
#,_PW—29) , 2 + uw — 27) (4); 
1 1.2.3 1.2...5 
— 1<re<Hl 
Die Coefficienten der beiden übrigen Reihen 8) und 9) bestim- 


men sich durch eine sehr ähnliche Rechnung. Man differenzirt zu- 
nächst die Gleichung 9) und erhält 
c | 
15) £ nn — u—34,2+5Art— .---, 
—ı 
was mit Nro. 8) übereinstimmen muss; man multiplicirt ferner mit 
Vı—x?, differenzirt und multiplieirt wieder mit Y1—x?; dies 
giebt 
Ä  .. W?sin (u arcsin 2) 
— 2.3 A2 — 4.5Am + 6.7428 — .... 
+pu2 — 24,2 + BAR — ---- 
Substituirt man für sin(u arcsinz) die ursprüngliche Reihe 9) 
und vergleicht dann die beiderseitigen Coefficienten, so gelangt man 
zur Kenntniss von A;, A, etc. und überhaupt zu folgendem Resultate 


16) sin (u arcsin x) 
te „ „EN _.... 
1 1.2.3 1.2.3.4.5 ’ 


— 1<Sr<s+]; 
endlich giebt die Gleichung 15) 
17) cos (u arcsin &) 
Yı _—.1? 
1.2 1.2.3.4 
— 1<ar<Htl. 
Nicht selten ertheilt man den Gleichungen 13) und 14), 16) und 
17) eine goniometrische Form, indem man arcsinz — u, mithin z 
— sinw setzt; dem Intervalle x = — 1 bis z—= + 1 entspricht 
dann das Intervall v = — ix bs u = + ix, und unter der ge 
meinschaftlichen Bedingung 
—ir<u<+1x 
gelten bei jedem u folgende vier Gleichungen: 


= 1 — — 03 - >— [0.0.01 — 00010 
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_ı_M 8 u? (u? — 2°) 4 
18) cos = 1 — zen hg Sinn 
EIN ze 
1. 2. 6 sn’ u + eo .., 
sinpu _ .w— u(— 29) . , 
19) —— u TI sin“ 123 sin!u 
2__ 9%) (y2 5) 
EDEN in, 
1.2.. “ 
nun F sin EZ gan 
20) sinuu = 7 sinu az ginn 
#(u2—1?) (u2— 32) . , 
LE Wo 7E 77 Ve 
IEITRT w—1? ... , (#2—12) (u2—32) ., 
21) 77T 1.2 sinut 1.2.3.4 su 


Dabei ist nur zu bemerken, dass die Formeln 18) und 20) anch 
für 4 = + $” richtig bleiben, während dann die beiden übrigen 
ihre Gültigkeit verlieren. 

Nimmt man für # eine gerade Zahl, so brechen die in 18) und 
19) vorkommenden Reihen ab, d.h. sie werden zu endlichen Reihen, 
deren erste aus 3% + 1, und deren zweite aus Zu Gliedern besteht. 
Man kann sich in diesem Falle leicht überzeugen, dass jene Glei- 
chungen für alle % bestehen. Ist nämlich & irgend eine ganze Zahl, 
v ein Bogen des ersten Quadranten, und bezeichnet @(u) die Summe 
der Reihe, so hat man, weil sin(k#— v) = + sinv, 

p(kr — v) = Plv) = cosuv —= cosu(kn — v) 
oder P(w) = cosuw, wo w= kr — v jeden beliebigen Bogen vor- 
stellen kann. Eine ähnliche Schlussweise gilt für die Formel 19). 
Nicht minder leicht ist einzusehen, dass bei ungeraden # die Glei- 
chungen 20) und 21) allgemein richtig bleiben. Damit kommt man 
auf dieselben Resultate, welche bereits am Ende von $. 7 angedeutet 
wurden. 


8. 49, 
Die unendlichen Producte für Sinus und Cosinus. 
Nach der bekannten elementaren Formel 


1) sinu — 2sin # an 
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hat man zunächst 


—_ sr“ 
sing — 2sin sin DD 


ferner, wenn rechter Hand jeder Sinus wieder nach Nro. 1) zerlegt 
wird, | 


sine = 2° sin — # sin 





, . 
e+® + u Bu 





4 4 4 Er Zn 
die Wiederholung. desselben Verfahrens liefert 
sine — 2! sin Z sin rer. ‚sin LIE 


Wendet man überhaupt diese Zerlegung n-mal an und setzt zur 
Abkürzung 2* = p, so erhält man 


— si I Au ui 2 ZUR Zu ui € Zu; 
p ‚p 





sing — 27! sin > sin 


oder in kurzer ulbetversändlicher Peneichnung 


Die Reihe der Factoren 5,81, «- * -ı werde nun in zwei Grup- 
pen 3, 81... 81, | und Sp pn Sm getheilt und die zweite 
Gruppe in umgekehrter Ordnung folgendermanssen unter die erste 
gesetzt 


5 SG +. ,—1 
$p—1; Sp—2 . . . 1,41 91,5 


irgend zwei unter einander stehende Factoren sind dann. 


‚han £ 
_ w—ij 
Sp—h — sin niet: = sin hn—s 


Das Product derselben ist 


‚„Az  g £ 
Sp Sp—r = sin? — — sm ”; 
p p 


macht man hiervon Gebrauch für h = 1,2,...3» — 1 und 
beachtet noch die Gleichung 


— 008 & 
Bi 008 


so erhält man statt der.Gleichung 2) die folgende 
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3) sing = 2r-Isin A — sin? =) (in = 2E_ gina 2). 


Hieraus folgt noch eine specielle Formel, wenn man beiderseits 
mit 3 dividirt und nachher zur Grenze für unendlich abnehmende s 
übergeht; sie lautet | 


p— 2 — 
4) l= 7 sin! — z sin? 7 sin? 3m . sin? GP — x 
p p p p 


Dividirt man die Gleichung 3) durch Nro. 4) und bezeichnet 


(de ut) t 


‘ zur Abkürzung 4p — 1 mit g, so kann man den Quotienten in fol- 
gender Form darstellen 

sing 
5) 8 








. . 2% gr 
sin — Ä sin — sin — 
p p 
Lässt man p ins Unendliche wachsen, so convergirt die linke 


Seite dieser Gleichung gegen die Grenze —, während das rechts 


verzeichnete aus q = 5 » — 1 Factoren bestehende Product zu 


einem unendlichen Produote wırd. Man ersieht hieraus die Mög- 
lichkeit, sing ın Form eines unendlichen Productes darzustellen; 
die Ausführung dieses Gedankeng verlangt aber eine genauere Dis- 
cussion des Productes in Nro. 5). 

Zur Abkürzung geben wir der Gleichung die folgende Gestalt 


sing 
psin 2 cos 2 
vr» 
= (— T)ı -_ RA — DT)... —T) 
worin irgend eine der Grössen T', z. B. 7, durch die Formel 





6) T, = ? 
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bestimmt ist. Unter k eine beliebige positive ganze Zahl < g ver- 
stehend, zerlegen wir die obigen q Factoren in zwei Gruppen, deren 
erste % Factoren, und deren zweite die übrigen g—%k Factoren ent- 
hält; dem entsprechend schreiben wir 
7) sing 
sin I cos = 

? p p 
= (ı11— TJA —- DD) —D)...(L — T).R 
8) B=-l- D)(l— Tu)... 1-m), 
und untersuchen zunächst das Ergänzungsproduct R. In den Nen- 
nern der mit Ty+ı, Tara, - . . Z, bezeichneten Brüche kommen die 
Bögen vor 

k+ 1m k+ 2m ge gan 
Pi pp 2g+2' 

die sämmtlich <1 sind; in den Zählern steht immer der Bogen 


re welcher kleiner als alle jene Bögen ist, wenn # <kx oder 


>= gewählt wird, was im Folgenden immer vorausgesetzt werden 


möge. Da im ersten Quadranten dem grösseren Bogen der grössere 
Sinus entspricht, so sind die Nenner von Ti+ı, Tata, - . . 7, immer 
grösser als die zugehörigen Zähler, mithin Tj+1, Tr+a, - . . 7, posi- 
tive echte Brüche; daraus folgt 

ah 1 — ZT) — Tin)... 1 — T)<I1 


9) R<1. 

Um zweitens eine unterhalb AR liegende Grösse zu erhalten, 
benutzen wir den leicht erweisbaren Satz, dass jedes Product von 
der Form (1 — &) (l— 8)... mehr als die Differenz 1 — 
(& + & + +.) beträgt, falls &ı, &, ... . positive echte Brüche sind*), 
Hiernach gilt die Umgleichung 
10) R>1— (Tr + Tyuat + DM) 


die sich vereinfachen lässt, wenn man die Bemerkung hinzubringt, 


dass die Function _ innerhalb des ersten Quadranten fortwährend 


*) Es ist nämlich unter der obigen Voraussetzung 
1-s)I1-99=1-a ts) taa >ı—- (a + 8); 
daraus folgt durch Multiplication mit dem positiven Factor 1 — & 
Ä 1 — a) — 8) (1 — 8) 
>1-arsts)+t Taurı-artara 


u. 8 W. 
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abnimmt, wie man aus dem negativen Vorzeichen des Differential- 
quotienten ersieht. Für einen zwischen 0 und 3% liegenden Bogen 
& ist daher 


sing sin! 1 x 
z a a; 
mithin, wenn & = = gesetzt und quadrirt wird, 
1 p? 1 
rs 3): 
sın >» 


Diese Umgleichung multipliciren wir mit der folgenden 





._£\? 8 
sin — — 
( ;) < 2 
und erhalten vermöge der Bedeutung von Tı, (Nro. 6) 
g? 1 1 
11) n<z 61-3) 


Durch Addition aller fürk=k+1,%-+2,...g hieraus ent- 
stehenden Umgleichungen ergiebt sich ferner 


N N 
Tr + Tara + + n<3(-2)<z 


1 (But Dat: +m>ı-H 


- und um so mehr nach Nro. 10) 


ferner 


g3 

12) R>1— 7, 
Die Zusammenstellung der Ungleichungen 9) und 12) zeigt, dass 

7, 

Pl 


gesetzt werden darf, wo e einen nicht näher bekannten positiven 
echten Bruch bedeutet. Unter den Bedingungen 


3\3 
(2) <P<amio<e<iı, 
gilt nun die Gleichung 











13) — _ = 
psin — cos — 

8\? 8\? . 8\? 

sın p r7 sn » 

1— 1 _ 0% 

2 _ 2x I kz (1 4k 

sn — sin — sin — ' 
p p 


Der Uebergang zur Grenze für unendlich wachsende 9 bietet jetzt 





für Sinus und Cosinus. 237 


keine Schwierigkeit mehr, wenn man sich dabei % als constante Zahl 


denkt; mittelst der Werthe 
sin Fr ‚ 
Lim pen ,) = Lin —, hr hm 


? 
erhält man nämlich aus Nro. 13) die Formel 


14) sin—e(1 — 3m) 3m) ( 35) (1- =) 


welche nur an die Bedingung 
— kr<e<+kr 
gebunden ist. Statt der Gleichung 14) kann man schreiben 


Eee BEST Sem) 


1 
4k 
und wenn nun auch. die beliebige ganze positive Zahl & als unendlich 
wachsend gedacht wird, so convergirt linker Hand der Nenner gegen 
die Einheit, wofern 2 irgend einen endlichen Werth behält; das end- 
liche Product wird zu einem unendlichen, und so ergiebt sich die 
für jedes endliche # gültige Formel 


. £? 83 23 
16) =: (1-3) le) 


In dem speciellen Falle s = 3x erhält man hieraus 











oder umgekehrt 
n 


aTtı33557 
Ganz ähnliche Umwandlungen können mit der Gleichung 18) in 
$. 48 vorgenommen werden, doch gelangt man zum Endresultate 
kürzer auf folgendem Wege. In Nro. 15) ersetzen wir einmal k 
durch die gerade Zahl 2k, das andere Mal # durch 4z und haben 
dann die beiden Gleichungen 


a 
ee) 
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worin @, und _; positive echte Brüche sind. Die erste Gleichung 
dividiren wir durch das Doppelte der zweiten und erhalten 
05 2? 
16 k 
-5 = 2 


= (1-5) (1 - EIya a): -(i er) 


welche Formel das Correlat zu Nro. 15) bildet. Für unendlich wer- 
dende %& geht diese Gleichung über in 


18) «= (1- 172) 3) (- 2) u 


auch ist noch, wenn z durch 28 ersetzt wird, 
42? 422 4.2? 
1) = (1- 1) (1- ”a) (2 32) _ 
wobei £ jeden beliebigen Bogen von endlicher Grösse bedeuten darf. 


Aus den Gleichungen 16) und 19) geht unmittelbar hervor, dass 
überhaupt alle sechs goniometrischen Functionen in Form von un- 
endlichen Producten dargestellt werden können, 


1 — 





17) co83£ 





8. 50. | . 
Die Reihen für Tangente, Cotangente etc, 


Es liegt sehr nahe, von den unendlichen Producten des vorigen 
Paragraphen die Logarithmen zu nehmen, um wieder auf unendliche 
Reihen zu kommen; die etwa vorhandenen negativen Factoren lassen 
sich hierbei vermeiden, wenn man die Gleichungen erst quadrirt, be- 
vor man zu den Logarithmen übergeht. Dies giebt folgende Re- 
sultate 


ee] 


2 e- )THle- + 


daraus erhält man ferner durch Differentiation, welche nach $. 42 
erlaubt ist, 





8) ce _-——-- I _ _ 2 
8 (dmM!—e (An) —e2 (3m)? — e} ' 
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28 22 28 
tt 
oder auch, wenn 12 für # gesetzt wird, 

48 de ds 
atmet 

Addirt man die Gleichungen 3) und 5), indem man linker Hand 
die Formel cotz + tanis — cscs benutzt, so findet sich 
1 28 28 22 
tr mann nt ar 
Um noch eine Reihe für sec # zu erhalten, bringen wir die Glei- 
chung 6) auf die Form 
ı __ı)_ —ı _ | 
n—# ats) 12n—s 2nte 
1 1 | 
ie 
und lassen 4x — x an die Stelle von # treten; durch Vereinigung der 
einander entsprechenden Brüche folgt dann 
n nt 5 
nn et 
Die unendlichen Reihen, welche in den bisherigen Gleichungen 
vorkommen, gestatten weitere Umwandlungen, wodurch sie wieder 
zu Potenzenreihen werden. Beschränkt man nämlich in Formel 1) 


4) tanz = 


5) tanlse — 
6) cs — 


1 
es — + 








die Variabele # auf das Intervall — x bis + z, so sind Bi & Bi 
x 2n 3x 


etc. echte Brüche; dann ist ferner 


sine\ __ g? 9? ) ( 2? 
( } )=1(1-55) +1(ı 2372 ri I ai rt 
und hier lassen sich rechter Hand alle Logarithmen mittelst der 
Formel 





I(i—)=—- x — 42 — 12 ...., 
— 1<s<Htl 
entwickeln; dies giebt “ 
‚(Sir _ 8? st gs 
I) eat ht 
gg gt g® 
- 3a ig ig 


8? _# g® 
Zu Izmı Fır7 u 
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Die vorstehende Doppelreihe genügt den Bedingungen, unter 
welchen die Anordnung nach Verticalcolonnen erlaubt ist, folglich 
hat man auch 


I) Hotrtet)e 


-4latatat)a 





Bezeichnet man die Summen der eingeklammerten Horizontal 
reihen mit S,, S$,, & etc., so dass überhaupt 


1 1 
8) Bm = atatnte 
ist, so geht die vorige Gleichung über in 
9 (era ar. 
s/ tm 2 zt : 76 ’ 


Eine ganz ähnliche Transformation kann mit der Gleichung 2) 
vorgenommen werden, sobald £ innerhalb des Intervalles — 3 x bıs 
+ 1x liegt; mit Hülfe der Abkürzung 

1 1 1 


10) I tz tz + 
erhält man 
j F L 2 2ne Is 2° T, 2° 








— ir <s<+1im. 

Die hier vorkommenden Summen 73, T4, Ts etc. lassen sich 
wieder durch S, Sy, 5 etc. ausdrücken; nach Formel 8) ist nämlich 
1 1 1 1 
ZA tatat 

und wenn man kas von N ro. 8) abzieht, so bleibt 
_. 1 1 
= Im atatate = 


Demnach wird aus der Gleichung 11) die folgende 


12) ' | cos & 
‚@—1)&# @—1)&,1 ,(2°—1)88° 
Kur lege Kusr " Vs Kar siehe 


— in <es<+3m. 
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Die Formeln 3) und 4) lassen sich analog behandeln, wobei man 

die für— kn<ge< + kr geitande Reihenentwickelung 

£ 


(kap—a ea = ) 
7 


£ £? 
(ka)? + Ga Gar ragt 
zu benutzen hat; das Endresultat findet sich aber rascher durch Dif- 
ferentiation der Gleichungen 9) und 12), nämlich 
1 2%£ 29,2? 28,2 
13) m ZT — 0 00 0 y 


—_1<e<4tn; 


2(2?—]) 8,2 + 2(22— 1) 9,3? 
ıw: qr4 
2 (26 — 1) Sg: 25 
+ EP " + oo... 


— ir<2<+3m. 
Ersetzt man in der letzten Gleichung 2 durch 2 und addirt die 
entstehende Gleichung zur vorhergehenden, so erhält man noch 


@!—-1))Se , (2?— 1) 8,2? 
r nu? + IT 


14) tanz = 


1 
15) ec — 
8 


— un <E < + T, 
wie sich auch durch Transformation von Nro. 6) finden würde. 
Um endlich eine Potenzreihe für sec 2 zu gewinnen, beschränken 


wir in Nro. 7) die Variabele 2 auf das Intervall — 4x bis + ir 
und entwickeln die einzelnen Glieder nach der Formel 


NT 4 1 


Anz)? — 2? nn 1 (2) 


er 
Indem wir zur Abkürzung 


1 1 1 1 
ma tmemten 


setzen, gelangen wir zu folgendem Ergebnisse 
Schlömilch, Analysis. I. 16 


16) Un = 
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2m, As | Un 
17) we= — +—- ++ 


—in<s<+inm. 


An die Gleichungen 14) und 17) knüpft sich noch eine werth- 
volle Bemerkung. Die Tangentenreihe muss nämlich gleichfalls zum 
Vorschein kommen, wenn man das Theorem von Mac-Laurin un- 
mittelbar auf die Function f(2) —= tanz anwendet; es ist daber 
innerhalb der schon bekannten Grenzen 





tna — (Dianz) , + (D?tan 2), PER 

1 1.2 
und zwar bezeichnet hier (D*ianz), den speciellen Zahlwerth, wel- 
chen der %te Differentialquotient von tanz für 2 —= 0 erlangt. Der 
Vergleich mit Nro. 14) zeigt erstens, dass bei geraden % jederzeit 
(D* tan 2), = 0 ist, wie man auch auf anderem Wege leicht findet, 
und zweitens, dass für ungerade % die Relation 


18 (Diane) _2@H— Nr 
18) 1.2.3....k qt+1 


besteht. Um den Zähler linker Hand zu ermitteln, benutzen wir aıy 
Formel 4) in $. 14 für x = 0 und setzen zur Abkürzung 

(D*tanz), = 7, (k ungerade); 
wir haben dann bei ungeraden % 
19) Ta — (Na ia—3 + (N) n—ı —(.—Z sinint, 
und hieraus ergeben sich der Reihe nach r,, Ts, T, etc., wenn succes- 
sivn —= 1, 3, 5 etc. genommen wird. Man hat nun einerseits 


Tı Tz T;, 
2 tan = — —l __,3 5 5 
0) tan ı’t79a3*"t193 5% tr 


—in<e<+tie 
ferner nach Nro. 18), wobei zu grösserer Deutlichkeit k = 2p — 1 
sein möge, 


Ta _ı mp 
21 = gar _1).1.2... OpV 
) MT gar—).1.2... Or) 


Aus der Formel 19) geht hervor, dass r,, 75, T, etc. ganze ra 
tionale Zahlen sind, und zwar 
nn =1l, , —=2, %=16 etc; 
betrachtet man sie als bekannt, so zeigt die Formel 21), wie mit 
ihrer Hülfe die Summen 8,, S,, S; etc. gefunden werden können, z.B. 
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1 1 1 1? 
vrytgptre-T 


1 1 1 rt 
Irgytrgretng 


1 1 1 n® 
mrgtrgtretge 


u. 8. w. 


Was zweitens die Gleichung 17) anbelangt, so ist zunächst klar, 
dass dieselbe innerhalb des angegebenen Intervalles mit der Ent- 
wickelung 
Dee, 1 Dimesh At... 


sc —=1+ 1 
übereinstimmen muss; demnach hat man für ungerade % 
(D* sec &), = 0 
und für gerade % 


92) (D# sec 2), _ eh [ER 
1.2.3...%k akt 
Zur Abkürzung sei 
(D* secg), = Tr, (k gerade); 
die Formel 2) in $. 14 liefert dann für x = 0 und bei geraden n 
23) Ta — (n)a „-. + (N); mh, 
woraus man Tg, Ty, Tg etc. erhält, wenn man der Reihe nach » —= 2, 
4, 6 etc. nimmt. Es ist nun einerseits 
24) eilt nt ost, 
— 7 <e< + ;% 
andererseits nach Formel 22) für k = 2p 
To, mp+1 
25) Unptı = FRZIFE 2...(2p)’ 
mithin können die rationalen ganzen Zahlen 
an =1, „=5b, =6l etc. 
zur Bestimmung der Summen T,, U;, U; etc. dienen; so ist z. B. 
1 1 l 15? 


u. 8. W. 


Schreibt man in Formel 23) rechter Hand sin$nz statt 0, was 


bei geraden » richtig ist, so erhält man dieselbe Gleichung, welche 
16 * 
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in Nro.19) für ungerade n verzeichnet ist; demnach sind die Tangen- 
tencoefficienten nach derselben Regel gebildet wie die Secantencoef- 
ficienten. Aus der Bemerkung, dass 

secge + tanz —=tan(In + !e) 
ist, folgt noch die Formel 


T T T 
2 ri a — _ı _2 2 3 48 .u.oe 
6) tan(ix + 3) 1+ +75? +75753”tr 


— jr <s<+3m, 


worin alle mit T bezeichneten Coefficienten vorkommen. 


Die Reihen für Cotangente, Tangente und Cosecante stellt man 
häufig unter einer etwas anderen Form dar, mit deren Angabe wir 
diese Untersuchungen beschliessen wollen. Nach Formel 13) ist 
nämlich 

S,r? S,x* . 


1 l2 — — — m 
szcofar —=1 Dir Ip", ; 


dagegen würde das Theorem von Mac-Laurin liefern 


Bı x? B;x* 
1 1 — EEE mi GE mess in Gum eo oe 98 
27) geolgzz=l- 7, 73.314 " 


— 27 <e<+ 27, 
wobei 
Ba-ı = — [D?? @z cot}a))o 
gesetzt wurde. Aus Gründen, die sich später ergeben werden, hat 
man die Form 27) vorgezogen und die Coefficienten B,, B;, B, etc. 
mit dem Namen der Bernoulli’schen Zahlen belegt; es ist daher 
Sıp __ B3,-ı 
2-12? 1.2.3...(2p) 
oder 
92p—1 B; _ ?? 
ap 1.2.3...(2p)’ 


und nach den Formeln 13), 14), 15) 


1 22B, 94B, 
os = — — —ı — — I 2 
29) os=- 1.2’ T.2.3.4° 
26 B, " 

5 _— 1.10 

1.2...6° ’ 
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222 —1)B , Aa—1)B, 
) dans 1.3 ’FT2,3.4° 


26(2°—1)B, „ 
Lu Wer Verrr LE 
jr <e<+tim; 
2(21— 1)B, 2(232—1)B; 
Ta rad 
2(25—1)B, 
+ 1.2...6 
— ı <s2 <+tn. 
Ein Mittel zur Berechnung der Bernoulli’schen Zahlen erhält 
man durch Vergleichung der Formeln 21) und 28); es folgt nämlich 
PTiTop—ı 
227—-1(2?? — 1)’ 
mithin können die Bernoulli’schen Zahlen aus den Tangenten- 
coefficienten hergeleitet werden, z. B. 


31) = — + g3 


25 +. -., 


32) B»-ı — 


1 1 1 1 5 
BA=y Bez Bez Bez Bugs 
691 7. 3617 _ 43867 
11 = 9750 ° Bs = < Bıs = Eu: Pu rag etc. 


Anfangs fallen diese Werthe, von B, an steigen sie wieder, und da 
nach Nro. 28 bei unendlich wachsenden p 

Bap+1 — Lim 2@p+-1)(2pr +2) , Spt] _ o.1 

Ba »—1 4 0? Sp 

ist, so nehmen die Bernoulli’schen Zahlen schliesslich rascher zu 
als irgend eine geometrische Progression. 


Lim 


8. 51. 


Reihenentwickelungen für Functionen mehrerer 
Variabelen. 


Da nach dem Taylor’schen Satze f(x + h) in eine nach Poten- 
zen von A fortschreitende Reihe verwandelbar ist, so lässt sich der 
Analogie nach erwarten, dass bei zwei Variabelen x und y die ge- 
änderte Function F(xc+h, y-+k) nach Potenzen von A und k ent- 
wickelbar sein werde. In der That macht sich dies leicht mittelst 
folgenden Kunstgriffs. Die zu entwickelnde Function kann als der 
specielle Werth angesehen werden, welchen der Ausdruck 
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1) JO =Fle+ht,y+ ki) 
für © = 1 annimmt; als Function von £ betrachtet, lässt sich /(f) 
nach der Mac-Laurin’schen Formel 


= Mr Mer... 
Fi ago) .—_ 
+tı33..0-0 IB 
in eine Reihe umsetzen und hieraus muss für t=1 die gesuchte Ent- 


wiekelung von F(z +h, y-+-k) hervorgehen. Durch successive 
Differentiation der Gleichung 1) erhält man die Formeln 


po OF oF 


Leg ee 7 la Tozeee 7 
„ __@F 5, F  ._@F _@F g 
Bd Te YET ET T ITEe T 


u. 8 w. 
von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugt, wenn man F' zuerst 


als Function zweier Variabelen & und n behandelt, welche mit ? 

durch die Gleichungen &=x + ht undn=y + kt verbunden 

sind. Für t—= 0 wird | 
/(0) = F(e,y), 


rO= + 


SO = a + 2 Trader a 
u. 8. W., 


überhaupt stimmt f(®(0) mit dem vollständigen mten Differential 
von F(&, y) überein, wenn man sich in demselben 9x durch k, und 
0y durch %k ersetzt denkt; in kurzer symbolischer Form geschrieben 
ist also 


1 1 _\” 
(m) = | — — mn, 
(0) (on + ) onF 
Dies giebt folgende Reihenentwickelung 


2) Fat ht y Hr + (rt) 
+ (+, x) er 
EURER EEE 
) 1.2 aD‘ 


n—ı 
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wobei noch der Rest, wofür wir die Form wählen 

1:2 = 14 fnBh), 0<®#<1m, | 
durch F auszudrücken ist. Die Vergleichung von f’(t) und f’(0), 
f"(&) und f”(0) etc. lehrt nun, dass f)(t) als Dasjenige betrachtet 
werden kann, was aus f®(0) wird, wenn 2 -H ht für x, und y+ kt 
für y eintreten; bezeichnet man daher wie folgt 


1 1 _\" 
3) F,(,y,Ah,l) = (in + 2) o"F, 
Bo ist 
JPO=Ffletht,y+kt,h,h), 
mithin, wenn $t an die Stelle von t gesetzt wird, 
_tmM@&@+dGht,y+ Pkt, h, k) 


4 = 
) Er 1.2.3... n 
Für it = 1 hat man schliesslich folgende Entwickelung 
Fı(&,y,h,k) , Falz,y,h,k 
5) Fe +h,y-+k) = Fa athh, Aeuhh,.. 


. + Fn-ı(&; Y, h, k) 
1.2.3...n—]1) 
F, (@+#h, yr®h Rh, ) 
+ 1.2.3. 
diese gilt aber nur unter der Bedingung, dass die Fanctionen F, F, 
Fr,... Fu stetig und endlich bleiben, während x bis x + Ah und y 
bis y + k zunimmt. 

Setzt man nach Ausführung der in Nro. 3) angedeuteten Diffe- 
rentiationen 20, y = 0 und schreibt dann x und y für A und k, 
so erhält man die Entwickelung- von F(x,y) nach Potenzen von 
x und y. 

Aehnliche Formeln gelten für Functionen mehrerer Variabelen 
und sind mittelst des anfangs erwähnten Kunstgriffs so leicht herzu- 
leiten, dass eine nähere Auseinandersetzung unterbleiben kann. 


8. 52. “ 


„Das Unendlichkleine. 


In allen Untersuchungen dieses Capitels kam es darauf an, mit- 
telst der Differentialquotienten einer Function für letztere eine Reihe 
zu finden; es kann aber auch umgekehrt die P>'henentwickelung, 
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wenn sie schon bekannt ist, zur Ableitung der Differentialquotienten 
dienen. Gesetzt z. B., man habe durch irgend welche Mittel für 
/(z + h) folgende Reihe gefunden 

) fe+th)=gH+tnmhtmhr ++ iA + QM 
WO %0» Xis---%n—ı bekannte Functionen von x und _,h” den gleich- 
falls bekannten Rest bedeuten, so ist erstens für k — 0 


2) Sa) = %- 
Diese Gleichung werde von Nro. 1) abgezogen und der Unterschied 
mit % dividirt; dies giebt 

s+h) — 
2 ER TIN rg + hr 
und beim Uebergange zur Grenze für verschwindende h 
4) fe) = - 


Setzt man ferner in Nro. 1) f(x) für x, und f’(x) für 2, so 
folgt 


farm fa) — If) 


5) TEE "7 TER TE Ya + Yılı + 4 An- hr + On” -2 
und beı verschwindenden A 

„ 
6) mo —=9% oder f(x) =1.2%. 


Den weiteren Fortgang dieser Schlüsse übersieht man leicht 
und findet bei jedem ganzen positiven m, wenn n > m genommen 
wird, j 

Pa) =1.2.3... Mim 

Hiermit rechtfertigt sich die anfangs ausgesprochene Behaup- 
tung und zugleich ist ersichtlich, dass die vorausgesetzte Entwicke- 
lung 1) mit der Taylor’schen Reihe übereinstimmen muss. 

An diese Ableitung knüpft sich noch eine wichtige allgemeine 
Bemerkung. Der Vergleich von Nro. 3) und Nro. 4) zeigt nämlich, 
dass in Nro. 3) das Hinschreiben der Glieder X, h, X; h? etc. überflüs- 
sig war, da letztere gleichzeitig mit h verschwinden; aus demsel- 
ben Grunde hätte man sich in Nro. 5) das Hinsetzen der Glieder 
Ysh, Xıh? etc. ersparen können. Beachtet man, dass k der Zuwachs 
von x, also = Ix ist, so ergiebt sich aus dem Vorigen die prakti- 
sche Regel: " 

In allen Fällen, wo es auf die Ableitung eines Diffe- 

rentialquotienten oder einer Differentialgleichung 
ankommt, darf man die Glieder weglassen, welche hö- 
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here Potenzen von Ax enthalten, als die Ordnung der 
Differentialgleichung beträgt. 

Will man z. B. den binomischen Satz für ganze positive Expo- 
nenten, der in der That auch ohne Differentialrechnung beweisbar 
ist, zur Bestimmung von d(x”) benutzen, so verfährt man der obigen 
Regel gemäss folgendermaassen; es ist 

A(z”) = (x + Ix)® — 7" = mer 14x + etc, 
mithin bei Weglassung aller mit „etc.“ bezeichneten Glieder 
d(x”) = mai" "Ida. 

Vielleicht ist ein geometrisches Beispiel nicht überflüssig. Be- 
deutet @(x) die über der Abseisse OM==x stehende Fläche BOMP, 
4x die Abscissenzunahme MM, = PU, y'die Ordinate MP, r den 
Berührungswinkel UPT (Fig. 39), so hat man 

Fig. 39. Fläche BOM,P, = Fläche BOMP 
+ Rechteck MM, UP 
+ Dreieck PUT 
+ Abschnitt PTP\, 
oder in den obigen Zeichen und mit Rück- 
sicht auf den Umstand, dass der Abschnitt 





—ı_ 

Ö M M,ı PTP, einen Bruchtheil des Dreiecks PP, U 

ausmacht, 
. ge + ID) =ypKa) +yHAx + !itanı. Ja? +ijodxIy, 
1<o<siIm; 
daraus folgt 
z+Jd: — p(e 
sera) Zee) _ y-+ Iltanı.I2+ Ay) 
und durch Uebergang zur Grenze für verschwindende 1x 
az] = y oder dyp(x) = yda. 


Hier übersieht man augenblicklich, dass die Genauigkeit, welche das 
Dreieck PUT und den Abschnitt PT P, in Rechnung zog, am un- 
rechten Platze angebracht war; man hätte kürzer sagen können, „je 
kleiner fx ist, um so genauer kommt der Flächenzuwachs I/g(x) 
mit dem Rechtecke y.1x überein“ und indem man die Worte „je 
kleiner, um so genauer“ durch den Gebrauch von d statt JS in die 
Sprache der Analysis einführt, gelangt man sofort zu der Gleichung 
dyp(«) = ydı. 

Dieselben Bemerkungen wiederholen sich bei mehreren Varia- 
belen; so hat man z. B. bei der Entwickelung von d?f(x,y) alle 
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Grössen wegzulassen, die von höherer Dimension als von der zweiten 
sind, nämlich 12? 41y, AxAy?, Azx® etc. 

"Nicht selten nennt man Grössen, welche die Null zur Grenze 
haben, unendlich klein werdende oder kurz unendlich kleine Grössen; 
in diesem Sinne sind die Differentiale dx, dy etc. unendlich kleine 
Grössen, und zwar der ersten Ordnung; Producte von zwei Diffe- 
rentialen, wie z.B. dx?, dxdy, dy?, heissen entsprechend Unendlich- 
kleine zweiter Ordnung, ebenso sind 

de”, dam-iIdy, damidy?, dam-?dyde, etc. 
Unendlichkleine von der Ordnung m. Als Regel gilt dann: 

Bei der Bildung einer Differentialgleichung sind alle 

unendlichkleinen Grössen wegzulassen, deren Ordnun- 

gen die Ordnung der gesuchten Differentialgleichung 

übersteigen; 
eine Ungenauigkeit ist hierbei nie zu fürchten, weil es sich immer 
nur um Grenzwerthe handelt, und weil bei jedem solchen Grenzüber- 
gange alle jene Grössen, welche der Einfachheit wegen im Voraus 
weggelassen worden sind, in der That gegen die Null convergiren 
und deshalb auf das Endresultat keinen Einfluss ausüben. 











Cap. VIIL 


Die Functionen complexer Variabelen. 


$. 53. 
Die algebraischen Functionen complexer Zahlen. 


Sowie man sich jede negative Zahl —y dadurch entstanden 
denken kann, dass eine absolute Zahl y mit der negativen Einheit 
multiplicirt worden ist [—_y=(— 1)y], so kann man auch imagi- 


näre Zahlen bilden, indem man % mit der imaginären Einheit Y —1 
multiplicirt; dabei wird die Wurzel im absoluten Sinne genommen 


und gewöhnlich zur Abkürzung V—-1=:i gesetzt, so dass die Glei- 
chungen 

= —1, !=+l1l, t!=—]l, !=+1,.... 
a —-i, v=erti, 1-1, vari..... 
statt finden. Aus einer reellen Zahl x und einer imaginären Zahl 
iy lässt sich ferner ein Complex x + iy bilden; dieser heisst eme 
complexe Zahl, & ihr reeller, y ihr imaginärer Theil. Während wir 
nun bisher immer voraussetzten, dass die unabhängige Variabele # 
einer Function f(z) auf das Gebiet der reellen Zahlen beschränkt 
sei, wollen wir jetzt allgemeiner z als eine complexe Variabele be- 
trachten und untersuchen, welchen complexen Werth die Function in 
diesem Falle erhält. Hierzu wird es aber nöthig sein, auf die ersten 
Elemente der Buchstabenrechnung zurückzugehen, da alle bisherigen 
Rechnungsregeln nur für reelle Zahlen bewiesen sind. 

Zwei complexe Zahlen heissen gleich, wenn ihre reellen und 
gleichzeitig auch ihre imaginären Theile gleich sind. Fürz = $, 
y==n ist hiernach x + iy = & + in und umgekehrt. 
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Addition und Subtraction. Unter der Summe zweier com- 
plexen Zahlen z + iy und £ + in verstehen wir den Ausdruck 
@+H + iy+n); die Addition complexer Zahlen geschieht dem- 
nach eben so, als wenn i ein reeller Factor wäre. Für die Sub- 
traction behalten wir die gewöhnliche Erklärung bei, dass der ge- 
suchte Rest, mit dem Subtrahenden vereinigt, wieder den Minuenden 
geben muss. Hiernach findet man sehr leicht (X +3 Y)— (x -+iy) 
= (X— x) + i(Y—.y) ganz wie bei reellen Zahlen. 

Multiplication und Division. Unter dem Producte zweier 
complexen Zahlen versteht man den Ausdruck, der ebenso gebildet 
ist, als hätte man jene Zahlen wie reelle multiplicirt und dabei 
i2 = — 1 gesetzt, nämlich 
2) @+iy (tin) = @E—yn) + ian+y. 

Bei der Division behalten wir die gewöhnliche Definition bei 
und bestimmen in der Gleichung 

z +iy 
Xtir =u 4 iv 
die Unbekannten % und v aus der Bedingung 
z+tiy=(X+iY) W +Hiv) = (Xu— Yo) + i(Xr + Yu). 
Diese liefert die Gleichungen 
x —= Xu — WW, y=-Xv+ I, 
und wenn man die hieraus gezogenen Werthe von u und v in die 
obige Gleichung substituirt, so erhält man 
z+iy _Xzc+TYy .„Xy—Yx 
Hr min tipee 
Zu dem nämlichen Resultate gelangt man auch dadurch, dass 
man linker Hand Zähler und Nenner mit X —:Y multiplicirt und 
die Gleichung (X + sY) (X — iY) = X? + Y? beachtet. 

Eine andere Methode zur Ausführung der Multiplication und 
Division complexer Zahlen beruht auf der Bemerkung, dass jede 
complexe Zahl x + iy unter der Form r (cos 0 + isin 6) dargestellt 
werden kann. Aus 
4) x m #9 = r(0s0 + sein) = 70000 + irsind 
folgen nämlich die Gleichungen 

zs=rcosh, y=rsind 
und diese geben, wenn r und 0 als Unbekannte angesehen werden, 


5) 2+yen,. = Vaty, 
6) 2 = tan, 6 = ardan + ka, 





8) 
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worin k eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. Man nennt 
hier r den Modulus der complexen Zahl x + iy und nimmt ihn 


stets im absoluten Sinne; das Quadrat des Modulus, also den Aus 


druck x? + y?, nennt man die Norm, O das Argument oder die 
Amplitude 


Nach dieser Umwandlung von x + iy in r(cos0 + isin 6) 


ist es nicht mehr nöthig, complexe Zahlen der ersten Form zu be- 


trachten. 
Man hat nun bei gewöhnlicher Multiplication 
r(cos0 + isin 0) . rı (608 0, + isin 0.) 
=rrı [cos cos 6, — sin 0 sin 6, + i (sin cos, + cos O sin 0,)] 
—rr, [cos (9 + 0,) + isin (0 + 0,)], - | 
der neue Modulus ist also das Product des früheren Moduli, das 
neue Argument die Summe der gegebenen Argumente. 


Durch mehrmalige Anwendung dieser Regel gelangt man zu der 


allgemeineren Formel 
7)  rı(cos 0, + isin O,).r3 (cos 0; + sin 5). . .rm(C0s Om + i sin Om) 
= Yıf2...Irml[e0s (I + 2 + --- +6) Hisin (di + 0a + + Om)]- 


Ganz ähnlich verhält es sich mit der Division. Multiplicirt man 
nämlich Zähler und Nenner des Bruches 


r(cos0 + isin ()) 
rı(cosU, + isin d,) 
mit — (008 0, —isin6,), so wird der Nenner — 1 und folglich ist 
1 


der gesuchte Quotient 


. (c0s0 + isin6) (cosd, — isin0,) 
1 


= — [cos0 cosd, + sinG sind, + i(sinO coslı — cosd sind,) 
1 


oder zusammen 
r(cosd + isn) _ _r . 

8) r1(cos0, + isındı) = 7 [eos (9 — 8) +isin 9 Oı)]. 

Potenzirung und Radicirung. So wie man bei ganzem po- 
sitiven m unter 2” das Product versteht, welches aus dem Producte 
2129 «+ £m für gleiche # entsteht, so möge [r(cos0 + isin0)]” 
Dagjenige bezeichnen, was aus dem. Producte in Nro. 7) wird, sobald 
alle r und 9 gleich sind; man hat dann die Formel 
9) [r(cos6 + isinO)]®r —= r”(cosm6 + isinmO), 


welche den Namen des Moivre’schen Satzes führt. 


| 


nn — 
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Unter ” verstehen wir, sowohl bei reellen als bei complexen £ 
diejenige Zahl, deren nte Potenz gleich #” ist; setzen wir daher 


mn 
10) [r(cos6 + isin®)]* — p(cosn + isinn), 
wo _E und n nicht bekannt sind, so muss umgekehrt 
[r(cos8 + isind)r = [o(cosn + isinn)]* 
sein. Bei ganzen positiven m und % giebt dies, dem Moivre’schen 
Satze zufolge, 
r"(cosmd + isinm() — o*(cosnn + fsinnn) 
und durch Vergleichung der reellen und imaginären Theile, 
grcosnn = r"cosm0, g"sinnn = r"sinmd. 
Hieraus erhält man zunächst 
u) 
e=r", 
wobei eg und r im absoluten Sinne zu nehmen sind. Durch Substi- 
tution dieses Werthes von @ gehen ferner die vorigen Gleichungen 
in die folgenden über 
cosnn = cosmd , sinn = sinmd, 
welche nur dann zusammen bestehen können, wenn die Differenz 
zwischen nn und m ein gerades Vielfaches von # beträgt. Wir 
haben daher, wenn % eine beliebige ganze positive oder negative Zahl 


bezeichnet, 
mo + 2kr 


nn —=mO + 2kn oder = — 
und nach Substitution der Werthe von e und n in Nro. 10) 


+isi 


Da % das Gebiet der ganzen Zahlen von —o bis + durch- 
laufen kann, so scheint die rechte Seite der vorstehenden Gleichung 
unendlich viel verschiedene Werthe zu haben, doch ist dies nicht der 
Fall. Giebt man nämlich dem % das eine Mal den individuellen 
Werth %, das andere Mal den Werth n + Ah, so ändert sich der 
mO -+2kr 

N 


mO-+2kx ml+2knı 
n ” N j 


11) [r(cos0-+#sin 0]* — ” c08 


Bogen um 2” und hat dann wieder denselben Cosinus 


und Sinus wie vorher; bei positiven % braucht man also nur k —= 0, 
1,2,...(» —1) zu nehmen. Ferner bleibt die rechte Seite der 
obigen Gleichung dieselbe firk = — hund fürk=n — h. Die 
negativen % liefern also keine neuen Werthe. Demnach hat der Aus- 


Cap. VOIL 8.54. Anwendungen der vorigen Sätze. 255 
m “ . 
druck [r(cos# + isin6)]” nur » von einander verschiedene Werthe, 
welche aus Nro. 11) für k = 0,1, 2,... (a— 1) hervorgehen. 
Setzt man in der allgemeinen Formel 11) % gleich einem Viel- 
fachen von m, etwa k = hm, und lässt in der neuen Gleichung 


[r(cos0 + isinG)]" — "| cos 79 +29) + sim ?O +ahm)} 


m und » gleichzeitig in’s Unendliche wachsen und zwar so, dass jr 


sıch einer irrationalen Zahl ı nähert, so gelangt man zu der neuen 
Gleichung 


12) [r(cos0 + isin6)]* = rPfcosu(@ + 2hr) + isinu(d +2hm)}. 
Hier ist % eine willkührliche ganze Zahl, und die rechte Seite hat 
unendlich viele verschiedene Werthe. 

Wie bei Potenzen mit reeller Varıabelen #, so verstehen wir 
auch bei einem complexen 2 unter 2”? den reciproken Werth von 
2P; hiernach ist z. B. für ganze positive m 

. 1 1 
[r (6080 + sin)" = [7 (cos0 + isin H)]” u r”(cosm6 + isinm6) 
= r""(cosmO — isinm 0) 
und ähnlich in jedem anderen Falle. 


8. 54. 


Anwendungen der vorigen Sätze. 


L Dem Moivre’schen Theoreme zufolge gilt die Gleichung 
cosmO + isinmO — (cosd + isin OH)"; 
die rechte Seite ist, m als ganz und positiv vorausgesetzt, ein Pro- 
duct aus m gleichen Factoren, zu dessen Ausrechnung der binomische 
Satz benutzt werden kann, weil die Multiplication bei reellen und 
bei imaginären Factoren auf völlig gleiche Weise geschieht. Nach 
beiderseitiger Vergleichung der reellen und der. imaginären Theile 
gelangt man zu folgenden brauchbaren goniometrischen Formeln 
1) cosmd = (m), c0os”9 — (m), co” 20 sin?d 
+ (m), cos”—t0 sind — - - »- - 
2) sinmd — (m)ı c0os"—10 sind — (m); cosm—30 sin? 
+ (m), cosm 50 sind — - - -- 
oder 
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0 
8) m „> (m)g — (m); tan?d + (m), tan*O 
— (m), tan®6 + - - - 
4) sum] — (m) tand — (m); tan?O + (m), tan?6. — - - - 


IL Die Auflösung der Gleichung = = +11. Aus der 
1 


vorstehenden Gleichung folgt x = (+ 1)”; die gesuchten Werthe 
von x können folglich nach Nro. 11) berechnet werden, wenn man 
r=1,9=0,m=1k=0,1l,.....(n—1) setzt, und sie sind 
in der allgemeinen Form 





x == CUS 








2krı 2kz 
+ isin n 


enthalten. Man kann hierbei gerade und ungerade » unterscheiden; 
im ersten Falle nimmt man der Reihe nach 





k=0,1,2,-.--— —|1, 
n n 
gr ln, az Fr +1, 
ım zweiten Falle 
| k—=0,1,2, Pe n—, 
n—1,n—2,..... 24. 


Für ein gerades » sind hiernach die Werthe von & 


+1 —1 
2% .. 2n 27 ...2% 
cos — + isin — , co8 — — isin — , 
N Y) N N 
AR ... 4r AT .. 4 
cos — + ısin — , cos — — isn — , 
N N N N 
67 ... 6% 67 ...6n . 
cos — + isin — , cos — — isn — , 
„ n N N 
n—2 7 n—2)r n—2)r 
cos ( nr + isn ER ) ; cos | sin | ) , 


dagegen für ein ungerades n N: 
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+1, 
2 0... 2  Z Pe; 
c0g ZU 2a En ,„„ 20 
08 n + isin ® c08 — ı sin rn 
4n ... 4% 47 u. 47 
cos n + isin —— ° cos — isn —— 
6x 67 67 .. 6% 
c08 7 + isin ——, 608 — Isin —— ; 
n—1)r — — — 
os PUR, 0 Rode, cos PZUR _ zo RZDE, 
n n n n 
So hat z. B. die Gleichung 
x—=-+1 
folgende 6 Wurzeln 
+1, — 1, 
,,Vs ‚_,V3 
a tr 9, er 
,..v8 ‚_,V 
martyo mat 


II. ‘Die Auflösung der Gleichung 2" —=—1. Für r=], 
0=r,m=1 erhält man aus Nro. 11) als allgemeine Form der 
Wurzeln 


x == C08 


2k+1)r 4 isin (2% + 1)x 
n N 


bei geraden » hat demnach x folgende Werthe: 


B. on 014 7 
cs — isn — , cos — — isn — , 
N n n N 
3X ... 372 37 ... 3% 
\ cos — + isin — , cos — — isin — , 
N n N n 
5 .. Br. dr ... dr 
cos — + isin — , CO — — isn — , 
N N N n 
nl) n—1)r n—1)rx .. n—1)rn 
og, Pr u +: sin nym oo PUR _ ig, PUR, 


hngexen ı bei ungeraden n: 
Schlömilch, Analysis. I. 17 
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—1, 
B 7 on. 9% 7 Pa; 
co8 Ne + isin Pr c08 =. isin — » 
3X ... 3% 3X .., 3% 
608 —— + Isin —— 008 —— — F8in —— 
5x ... d# br u. DR 
cos —— + sin —— » 008 —— — Fin: 
c08 ea + isin m—_2)= ‚08 Lie. — isn IR, 


8. 55. 


Die Exponentialgrössen mit complexen Variabelen. 


j 1797 
Unter der Zahle wurde der Grenzwerth des Ausdrucks (1 + 2) 


für unendlich wachsende & verstanden; demgemäss ist 


„mn [(+1)" 


oder, wenn @g = m, mithin rn = = gesetzt wird, 


er — Lim ((1+2)"] , (rm=o). 


Diese Gleichung hat den Sinn, dass die Exponentialgrösse als 
Grenzwerth einer gewissen Potenz angesehen werden kann; sie eignet 
sich daher sehr gut zur allgemeinen Definition der Exponentialgrösse, 
weil man nach den vorigen Untersuchungen für jeden Fall die Be- 
deutung der Potenz kennt. Wir definiren demnach e*+t'Y durch die 
Gleichung 


)  ernzm[(ırt)]), Memo) 


und setzen der Einfachheit wegen m als ganze und positive Zahl 
Voraus. | 

Um den angedeuteten Grenzenübergang auszuführen, bringen 
wir zunächst die Basis der Potenz auf die Normalform, nämlich 


2) 1+ u — r(cos0 + isinO), 
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_ woraus sich ergiebt 


Y 
92 ) 
[1422 + He, tan) = ——; 
Mm m? 1+ x 
m 
setzen wir ferner 
I 
arctan —— —», 
1 + pn 
so folgt aus der, für tan$ angegebenen Gleichung 
—=# + kr, 


wo k eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Die Glei- 
chung 2) lautet jetzt 


at ® — r[eos(# + kr) + isin(® + km)]; 


fire =0udy=0wrdr=1,% = 0, mithin 

1 = coskn + isinkn —= coskn, 
woraus hervorgeht, dass % eine gerade Zahl sein muss. Man hat 
desswegen einfacher 


1 +— riy _ — r(cos® + isin®) 


und nach dem Moivre che Satze 
3) e:t'v — Lim {r"(coosm® + isinm®)} - 


Darin ist 





’ 


rm — (142 +4 + Heer 


und, wenn 





25, 2 1 
r=, 
u 
gesetzt wird, so stellt sich r” unter folgende Form: 


ET" 
[ey ]" 


Bei unendlich wachsenden m convergirt z gegen die Null, mit 


17* 
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hin wird & unendlich gross, und die vorstehende Gleichung zeigt 
dann, dass r” den Ausdruck e* zur Grenze hat. 
Was ferner m® anbelangt, so ist identisch 


m —— mins = 9. I; 
tan? sind 1+ 
Fi m 


bei unendlich wachsenden m convergirt 9 gegen die Null, = 
gegen die Einheit, folglich m® gegen den Werth y. Nach diesen 
Bemerkungen zusammen wird die Gleichung 3) zu 
4) et — e*(cosy + isiny). 

Fast genau dieselben Schlüsse sind auf die etwas allgemeinere 
Exponentialgrösse a° anwendbar. Bei reellen 2 ist 


a: — e*!* — Lim ((1+ 2 "| ; 


und wenn man diese Gleichung als Definition für den Fall 2 = 
& + iy beibehält, so findet man ohne Mühe 
5) a®rtiv — a*[cos(yla) + isin(yla)]. 

Um zu entscheiden, ob die Fundamentaleigenschaft der Expo- 
nentialgrösse, nämlich die Gleichung @* . ad = a*+?, auch bei com- 
plexen z und & richtig bleibt, multipliciren wir die Gleichung 5) mit 

as+n — adl[cos(nla) + isin(nla)] 
und benutzen rechter Hand den Satz 
r(cos0 + isind).rı(cosd, + isind,)—riı[cos(9 + 61) + isin(d + 01)]; 
das Resultat ist 

arten abten = as#Ffenslg + Mia] +isinl + Mal} 
— gae+d9+Ha+n 

' und es erhellt hieraus, dass jene Eigenschaft in der That für com- 
plexe Exponenten gilt. Alle übrigen Eigenschaften der Exponen- 
tialgrösse, wie z. B. (a°)? — at”, sind Folgerungen der erwähnten 
Eigenschaft und bleiben daher gleichfalls ungestört. 

Eine brauchbare Anwendung der obigen Theoreme ist folgende. 
In Formel 4) setzen wir <= 0, das eine Mal y = u, das andere 
Mal y = — u, und haben dann 

eiu — cosu + isinu , et — cosu — isinu, 
mithin durch Addition und Subtraction 
6) 2cosu = el + ei, 2isinu = et — e!e. 
Aus diesen Gleichungen orgiebt sich, wenn man beiderseits auf 
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die mte Potenz erhebt und rechter Hand den binomischen Satz für 
ganze positive m anwendet, 


7) QM cosmy 

= (m)o eimu .- (m)ı eiim—2)u + (m); eitim—4)u + _oro 
8) 2m gm gigmy 

= (m), eimu _ (m)ı ei(im—2)u + (m), eim—au _..... 


Hier kann man jede Exponentialgrösse wieder in Cosinus und Sinus 
umsetzen und nachher die reellen und imaginären Theile auf beiden 
Seiten vergleichen. Aus Nro. 7) erhält man so 


2m cos” u 
= (m), cosmu + (m)ı cos(m — 2) u + (m), cos(m—4)u +» - - 
Nicht überflüssig ist es, die Fälle eines geraden und eines unge- 


raden m zu unterscheiden. Bei geraden m giebt es einen mittelsten 
Binomialcoefficienten (m) ı „) und jeder andere Üoefficient kommt 
3 


zweimal vor; daher lassen sich die mit gleichen Coefficienten ver- 
sehenen Summanden vereinigen, was nach beiderseitiger Division mit 
2 zu folgender Gleichung führt: 


9) MI cos” u 
— (m), coomu + (m)ı cos(m— 2) u + (m), cos(m—4)u+ ---- 
Hm, 2u + im), 
Dagegen ergiebt sich für ungerade m: 
10) ZMICHM U _ 
= (m), cosmu + (m)ı cos(m — 2) u + (m), cos(m —4)u-+ --- 


+ Mn _ , 6083 % + (m); mn CSU 


Die Gleichung 8) entattet eine ganz ähnliche Behandlung, und 
zwar findet man bei geraden m: 


11) .(— 1,3” 2m—1 gpmy 
— (m) cosmu — (m), cos(m — 2) u + (m), cos(m—4)u — -- -- 
+ DE m, 20 + 1°" m), 


dagegen bei ungeraden m: 


12) — ar» gm—1sipmy 
— (m), sinmu — em sin(m — 2) u + (m) sin(m —4)u— - - -- - 
+ ar? MM) m sin 3u + (— ar? CORE sinn 
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Die hier entwickelten vier Gleichungen bilden gewissermaassen 
die Umkehrungen der beiden Gleichungen 1) und 2) in $. 54. 


8. 56. 
Die Logarithmen complexer Zahlen, 


Unter dem allgemeinen Logarithmus einer Zahl & ver- 
stehen wir jede reelle oder complexe Grösse #, welcher die Eigen- 
schaft e® = & zukommt. Bezeichnen wir diesen allgemeinen Loga- 
rithmus von & mit LE und setzen 
1) LE+mM)=r+tiy 
wo % und % vorläufig noch unbekannt sind, so muss umgekehrt 

ett—=ä+in 


e? (cosy Hisny) =E-+ in 
sein. Die beiden hieraus folgenden Gleichungen 


oder 


2) e*cosy—$, ersiny—n 
liefern erstens _ 
3) e=V#®+M, :=3(® HM) 


und zwar nehmen wir das Wurzelzeichen im absoluten Sinne, weıl 
e* bei reellen & nicht negativ sein kann. Die Gleichungen 2) werden 
durch Substitution des Betrages von e* zu den folgenden 


___ u — 
4) cosYy = VE > ri siny — VR+ m 
6) tany = 7 y= ardım ; E ma, 


wo m eine beliebige ganze Zahl bedeutet, die sich etwas näher be- 
stimmen lässt, wenn man die Fälle eines positiven und eines nega- 
tiven & unterscheidet. Für n —= 0 wird nänlich y= + mx und 
nach Nro. 4) cosy = + 1 oder cosy = — 1, je nachdem $ positiv 
oder negativ ist; hieraus geht hervor, dass im ersten Falle m eine 
gerade, im zweiten Falle eine ungerade Zahl sein muss. Bezeichnet 
k irgend eine positive ganze Zahl, so haben wir vermöge der Werthe 
von x und y folgende Formeln: für ein positives $: 


) LE+mW=HEH+T) + i|ardang + 2kr|, 


dagegen für ein negatives &: 
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N Le+mW=H@+m)+i[edmt+er+ nz]. 


In dem sehr einfachen Falle & = + 1 und 7 = 0 erhält man 
hieraus 
9) L(+Hl)=H+2knri, L-V=tlk+UY)ni 
mithin kann bei positiven & 


) LE+W=H@+mM Hiadn +LCH)) 
und bei negativen 
10) LE+HWM)=:l(® +) + iarctan ? + L(-—]) 


gesetzt werden. Die unendliche Vieldeutigkeit der Logarithmen wird, 
übrigens nicht überraschen, wenn man sich erinnert, dass 


E=Lm[n(VS— 1), Mürn=o) 
ist und dass v5 den Untersuchungen des $. 54 zufolge, » verschie- 


dene Werthe besitzt. 
Aus der Gleichung 

en ‚er — ent" 

ergiebt sich bekanntlich die Haupteigenschaft der Logarithmen 
L(&&)=Lh + Li; 
jene Relation besteht, wie in $. 55 gezeigt wurde, auch bei com- 
plexen 2, und 2, mithin gilt die letztere Eigenschaft gleichfalls bei 
complexen &, und &. Eine Anwendung des Satzes besteht darin, 
dass man die Werthe von L(& + in) und L(&£ — in) nach Formel 6) 
oder nach Formel 7) entwickelt und die beiden erhaltenen Gleichun- 
gen von einander abzieht; man findet so 
11) ı( A) =2ilarean] + Az}, 
gi 5 

wo h eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. 


8. 87. 


Die goniometrischen und cyclometrischen Functionen mit 
complexen Variabelen. 


1. Die in $. 55 Nro. 6) entwickelten Gleichungen 


eiu + e— iu sinu eiu —_— eis 
coou = —— = = 
2 ’ 2; 
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wollen wir als die allgemeinen analytischen Definitionen von c0s% 
und sinw beibehalten; es ıst dann 


e-_ 4 et? _ er’ + a 


cos (iv) = 77 = _— 
fe et — et? ‚er — E79 
sin (iv) — —- =-i7ym 


und überhaupt bei complexen u = x + iy 
eilz+1y) + e-ic+iy) e-y+iz + ety-ir 


cs(E +iy) = — 3 = 
. , eia +) — e-i@+y) e-ytiz — ety-iz 

INT m Ke.=.=, = — 

sin (x + iy) 33 5; 
oder, wenn man et‘* gowie e-'* durch cosxz und sinx ausdrückt, 

. e’ eV er —e7. 
1) cos(t +iy) = Pos — 17 in, 
. . ey eV. ‚ev — e”7 

2) sin(ze Hiy) = ES ginn + 1 5 0088. 


Vermöge der Werthe von cos(iy) und sin(iy) kann man dafür 
schreiben 
cos (2 +iy) = cosz cos(iy) — sinz sin(iy), 
sin(2 +iy) = sinz cos(iy) + cos sin(iy), 
woraus hervorgeht, dass die bekannten Formeln für cos(« -+ ß) 
und sin (@ + ß) auch bei imaginären ß richtig bleiben. Die Glei- 
chungen 1) und 2) liefern ferner 
cos? (E +iy) + sin? (c + iy) 
_—_ fer + e- )- (? —_ . 1: 
2 2 Be 
die Relation cos? #-+ sin? — 1 besteht daher auch bei complexen £. 
Für die übrigen goniometrischen Functionen behalten wir die 
gewöhnlichen Definitionen 
ses = —, tane = En E u 8 w. 
08 
ungeändert bei. Hiernach ist z. B. 
(ev er) sinz + iler —e-Ncosz 
(er Her) cosz — iler — e-»)sinz' 
oder, wenn man den Nenner durch Multiplication mit 
(er >ev)cosz + iler— e-v)sinx 


tan (2 + iy) = 


reell macht, 
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2sin22 4 ile® — e®) 
ev + 2cos22 + e%9 

Auf gleiche Weise lassen sich alle übrigen goniometrischen Func- 
tionen des complexen Bogens x + ?y auf die Form p(z,y) + iY(z,y) 
bringen. Ä 

Die beiden, in den vorigen Formeln öfter vorkommenden Func- 
tionen 


3) tan (+ iy) = 


oe + er 4 ev — 79 

ig METZ 
nennt man nicht selten den hyperbolischen Cosinus und den 
hyperbolischen Sinus; man bezeichnet sie entweder mit &08% 
und ©Siny oder zweckmässiger mit cshpy und snhpy. Dieselben be- 
sitzen u. A. die Eigenschaften 


cshp?y — snhp?y = 1, snhp2y = 2snhpy cshpy, 
welche gewissen goniometrischen Formeln analog sind, 
Nach dieser Bezeichnung hat man folgende Relationen 
cos(x + iy) = cos® cshpy — isinz snhpy, 
sin(x + iy) = sinz cshpy + icosz snhpy, 
. sin2xz + isnhp2 
tan(e + iy) = ren pay 
sin22 — isnhp2y 
cot(z + iy) = — Gosam — echpay 
II. a. Unter dem Symbole Arcsin& verstehen wir im Folgenden 
jede reelle oder complexe Grösse &, welcher die Eigenschaft sin e—= 
zukommt. Hiernach gilt für ein reelles &, dessen absoluter Werth 
die Einheit nicht übersteigt, die Formel 
4) Arcsin& = mr + arcsindg, (£ 1); 
dabei ist m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, und es 
entspricht das obere Vorzeichen einem geraden, das untere einem 
ungeraden m. 
Setzt man allgemeiner 
5) Aresin(£ Fin) =z + iy, 
wo & und y vorläufig unbekannt sind, so folgt umgekehrt 
sine tHiy)=&H+ in 
d. i. nach Nro. 2) 
e + € 
2 


— (07% 


. „eo . 
sinz + i co —=E+ in, 
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mithin dienen zur Bestimmung von & und y die beiden Gleichungen 


eo e I , — 
7 sine — E£, 008% = N, 


die sich folgendermaassen auflösen lassen. 
Man erhält zunächst 


Z)+me=ır 4m 


und wenn hierzu die Gleichung 


2.2 ma at 


erst addirt, dann subtrahirt wird, so entsteht linker Hand jedesmal 
ein vollständiges Quadrat, woraus folgt 


e+ ec 


| —;7— +m=ya+D + 
6) _ 
et _ me = VazDrm 


Die Wurzelwerthe müssen hier im absoluten Sinne genommen wer- 
den, weil bei reellen y und % 

ie ze) >1 snz<1 
mithin jeder links stehende Ausdruck positiv ist. Die Gleichungen 6) 
führen nun zur Kenntniss von 2 und y; setzt man nämlich zur Ab- 
kürzung 


7) s=1Yu +9 +m+Va—-9+nl 
8) =4VYua +9 +P—-Vua—9+ m) 
so folgt erstens 

sint —= T mithin 2 = Arcsin r, 


zweitens 


FT = 6 mithin y=Uc+ Vo — ı). 


Wegen u 


e- Ve—-ı= 1 


o+ Ver — ı 
kann man den Werth von y auch in folgender Form schreiben 
| y=tl6+Ve—ı) 
und hat dann Yo? — 1 im absoluten Sinne zu nehmen. Bezeichnet 


N 
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s eine reelle positive oder negative Einheit, so ist vermöge der 
Werthe von x und y 
Arcsin (£ + in) = Aresine +iel(o + Vor — 1) 

oder wenn Arcsint durch arcsint ausgedrückt wird, 
9) Arcsin (E + in)= ma + (— I)" aresint + iel(6 + Vo? — 1). 

Um zu bestimmen, in welchen Fällen == + 1 und in wel- 
chen & = — 1 zu nehmen ist, setzen wir speciell & = 0 und n als 
positiv voraus; es liegt darin keine Beschränkung des 7, weil i(—7) 
= (— ?)n ist und daher ein etwaiges negatives Vorzeichen des 2} 
auf Rechnung von i geschrieben werden kann. Für die erwähnten 
Werthe von £ und n ergiebt sich r= 0,0 = Y1 + 7? mithin 

Arcsin (in) = mx + iel( VI HP? +) 

umgekehrt muss also die Gleichung bestehen 
10) in = sin [mx + ielYVı +? + 


Setzt man vorübergehend 


Wir? +nD=h 
woraus folgt 


1) ed=Yır tn A=Yıt na 
so erhält man aus Nro. 10). | 
in = sin (mn + iel) = cosmz . sin (f&A) 
A _o— 

— (— 1m ssin (il) = (— 1m si _— 

d. ist nach Nro. 11) 
in = (— 1)" sin mithin & = (— 1)”. 

Zufolge von Nro. 9) gilt nun die definitive Formel 
12) Arcsn(& + in)=ma +(— 1)" [arcsine + il(o + VR—1)}, 


worin m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 


Versteht man unter arcsin (E + in) denjenigen speciellen 
Werth von Arcsin (&£ + in), welcher für. m = 0 zum Vorschein 
kommt, so ist 


13) aresin (£E + in) = arcsint + il(6 + Vor — 1), 
und daraus geht hervor, dass die Relation 
14) Arcsing = mr + (— 1)"aresing 


auch für complexe & gültig bleibt. 
Als specielle Fälle sind die folgenden der Erwähnung werth. 
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Für n = 0 und &? < 1 liefern die Formeln 7) und 8) 


o1tita-9_, „„Iti-u-h_, 


mithin wird nach Nro. 13) arcsin& = arcsin &£ Dagegen ist für 
n=(0 und &>1 


g=tt ten, „„EHi-eom_, 


mithin 
5) wsn—in + it VE—I, 8>1; 
dieses Resultat wird nicht überraschen, wenn man beachtet, dass 
einem die Einheit übersteigenden Sinus kein reeller Bogen ent- 
sprechen kann. 

Für & = 0 ergiebt sich : 
16) aresin(in) =ilVI HT + nm. 

b. Bei reellen, das Intervall — 1 bis + 1 nicht überschreitenden 
E bedeute Arccos& irgend einen Bogen, welcher £ zum Cosinus hat, 


dagegen arccos& den kleinsten (d.h. den zwischen O0 und z fallenden) 
jener Bögen; es ist dann 
17) Arccos&E —= mx + arcost, (1), 
wobei m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bezeichnet 
und ebensowohl das obere als das untere Vorzeichen von arccos& 
gilt. 
Es sei nun allgemeiner 
18) Arceos(&E + in) = x + iy, 
so folgt umgekehrt 
cos Hi=E+tin 

d. i. nach Formel 2) und durch Vergleichung der reellen und ıima- 
ginären Theile 

e + ev e — EI 

Zw &, > 


_Mittelst einer ähnlichen Rechnung wie im vorigen Abschnitte 
findet man hieraus 


re +02 =VU1 +9°+19, 
re — 0082 = VY(1 — 8° + 73, 


nNe——N. 
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c082% = T mithin x —= Arccost, 


rt n y=.(6 + Ye — 1), 


also nach Nro. 18) wenn gleichzeitig Arccos T durch arccos T aus- 
gedrückt wird, | 
19) Arccos (£ + in) = 2mx + arccost + iel(6 + Ve —]) 
Zur Bestimmung von & dient wieder die Specialisirung & = 0; sie 
giebt 

Arcoos(in) = 2ma +tir +iel(VI+ + 
und umgekehrt . 

in = 00s(2mm + 3® + Veh) —= + sin(iel) 

= + e3sin(il) = -T ein. 

Hiernach ist & = — 1 oder =-+- 1 zu nehmen, je nachdem arccost 


in Nro. 19) das obere oder das untere Vorzeichen hat; die allgemeine 
Formel lautet also 


20) Arccos(& + in) = 2mz + [arccoost — il(6 + Yo? — ı)} 
Definirt man arccos(& + in) durch die Gleichung 

21) arccos(£E + in) = arccost — il(6 + Ve: —]), 

so erhellt augenblicklich, dass die Relation 

22) Arccos& = 2mn + arccost 


auch für complexe & gilt. Ebenso zeigt die Addition der Gleichungen 
13) und 21), dass die Gleichung 


23) | arcsing + arccosE — ir 
allgemein richtig bleibt. 
c. Dem bisherigen analog bezeichne Arctan& irgend einen 


Bogen, dessen Tangente die reelle Zahl & ist, es besteht dann die 
Relation 


24) Arctan& = ma + arctan, 


worin m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Setzt man allgemeiner 


25) Ardn(E +in=x + iy, 
so ist umgekehrt mit Beachtung der Formel 3) 
 _ .n __ sin2x + ©. ie — e®) 
+ im = tan + iy)= cos22 + 4(e! He). 
oder wenn man für den Augenblick die Abkürzungen 


er Hem=u kr—em=v 
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einführt und beiderseits die reellen sowie die imaginären Theile 
vergleicht, 
sin2 __ £ v __ 
2 tu ” tu | 
Subtrahirt man die Quadratsumme dieser Gleichungen von der Ein- 
heit und dividirt den Rest durch 2, so erhält man wegen 1 — 
sin? 22 = 005?2%7 
c082% 1—(& +9) 
ce2xz + u = 2 


26) 


der Quotient aus der ersten Gleichung in Nro. 26) und der vor- 
stehenden Gleichung liefert 


25 
tan2z = —— —— 
1-@+9) 
und daraus folgt 


25 
27 x = 1 Ardan — ———: 
j 1—-(&@+ 9) 
Addirt man die Quadratsumme der Gleichungen 26) zur Ein- 
heit und dividirt die Summe durch 2, so erhält man wegen 1 + v? 
== u? 


ww _1+&2+M 
oz tu 2 j 


In Verbindung mit der zweiten Gleichung in Nro. 26) giebt dies 
weiter 


ur 1+&+7 
cs2z +u 2 +9 

uw _1+&2+ 97 
cz tu 2 = 


ferner durch Division 

u4tr_E+a+m 

uv rl m? 
Zufolge der Bedeutungen von % und ® ist die linke Seite dieser 
Gleichung einerlei mit e, daher 

y= 27 +] . 
"+ m? 

Nachdem hiermit die Werthe von & und y bestimmt sind, gilt nach 
Nro. 25) die Formel 
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28 

1—- (+79) 

„[2 + (+ mM: 

131 El 

FelSTam 
welche aber einer weiteren Discussion bedarf, weil der reelle Theil 
rechter Hand eine Unterbrechung der Continuität erleidet, sobald 
der Nenner 1 — (£? + 7?) aus dem Positiven durch Null ins 
Negative übergeht. 

Ist nun erstens &? + 72 < 1, so kann man schreiben 


29) (+ in 
@+l+ =] 


—ı a 1,7] |2 I 1 7 
— Im Toardan; pP + m) + ur IE FÜ) 
oder frr& tin = ven 
Arctan (ge'®) 
200080 147 fl 3 + 208in@ 
_ (mx 4 arctan oe + xl Kran G: — | 


mithin, wenn der echt gebrochene Modulus @ bis zur Null ver- 
mindert, ® dagegen nicht geändert wird, 


Arctan O0 = imz d. h. tanimı = 0: 


28) Archam (£ + in) = 1Arctam 


hieraus folgt, dass m eine gerade Zahl sein muss. 
Im Falle &2 + 7? > 1 hat man \ 

30) Arctan(& + in) 

—1 —_ __ u, ] 

— i(mz arctan Brgw—ı + tl Br (1 — pn) 
oder 

Arctan(o e'®) 
2008 +47 G + 0.0? + ae) 
0? — ) * \1+ 0? — 2osino 





= im x — arctan 


und specieller für e = », ® = 0 
Arctano — imn d.h. tanimn = 
wonach m eine ungerade Zahl sein muss. 
Aus den Formeln 29) und 30) ergiebt sich nun, wenn in der 
ersten m — 2n, in der zweiten m —= 2n + 1 gesetzt und unter n 
eine beliebige positive oder negative ganze Zahl verstanden wird, 
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31) Ardtan(&E in) =nx + harctan 
+ 4l Ba ‚#®r9<I1, 


32) Ardn(E +in)=nr +!|x — arctan 57) 
„[?+A4+m 
17] | 2 2 . 
Flatrate 
In dem speciellen Falle »n = 0 schreiben wir arctan statt 
Arctan und haben 


I-erm 


.f& 1 2 


33) arctan (£ + in) = karctan 28 


34) ardan(&E + in) = (= — arcan & + r _ ;) 
1; @+(1+n g . 
rail E Tan Ptrr> 


der Vergleich mit den vorhergehenden Formeln zeigt, dass die 
Relation 
Arctung = nn + arctand 
auch bei complexen & richtig bleibt. 
| Für &£ = 0 ergeben sich die besonderen Formeln 


arctan(in) = Hl G + 7). ?<I1, 





35) 





arctan(in) = IE +1 r + ;)). >11. 


Auf ähnliche Weise können Arccot (& + in), Arcsec(£ + in) 
und Arcesc(&£ + in) entwickelt werden, doch sind diese Functionen 
von so seltenem Gebrauch, dass wir ihre Discussion übergehen 
können. 
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8. 58. 


Differentiation complexer Ausdrücke. 


Den vorigen Untersuchungen zufolge kann eine Function, welche _ 
ausser der Variabelen # noch die imaginäre Einheit % enthält, auf 
die Normalform 


1) Sad) = ple) + ivle) 

gebracht werden, dann lässt sich aber auch eine bündige Erklärung 
über den Differentialquotienten von f (2; i) geben. Unter f’(2,i) 
versteht man nämlich den Ausdruck @’(e) + iY’'(2) und es ist 
daher 


2) AUCH BEL IOWELTO) 


Dieser Definition folgend wollen wir die Differentialquotienten 
der einfachen Functionen complexer Variabelen aufsuchen. 


Die Potenz. Setzen wir nach $. 53 \ 
(x + iy)# = [r(cos6 + isinO)]* = r#cosu6 + ir! sinud, 
r—= Va + y, tand = — 


so erhalten wir durch Differentiation in Beziehung auf x 


Ole + ide] __ un 90 _1 or 
= — ur4sinud > + ur“ cosp 6 pe 

hd 00 —1i 7 Or . 
+i [ertcosu6 pi + url sin ud sa |; 


es ist aber . 
Schlömilch, Analysis, L 18 
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0 ___yv _ _ ind 
0x x? + y? r ’ 
or x 


mithin :nach Substitution dieser Werthe und gehöriger Zusammen- 
ziehung. 


er — ur#&7 cos(u — 1)0 + iurk1sin(u — 1)0 
= urkl[lcos(u — 1)0 + isin(u — 1)0] 
d.h. 
3) mr 5 EI at ie. 
x 
Durch eine gleich einfache Rechnung findet man 
0 Me + au Hagen 


und nun folgt aus den Formeln 3) und 4), dass die Differentiation 
einer Potenz mit complexer Basis ebenso auszuführen ist, als wenn 
t ein reeller Coefficient wäre. 


Die Exponentialgrösse. Durch Differentistion der Gleichung 


er+W — e* cosy + ie’siny 
erhält man augenblicklich 








Oer+% . 
5) a Frey + ie: siny = e*t+V, 
Dert% 
6) dY = — esiny + ie?cosy — ie"t9; 


wie man sieht, bleibt auch hier die Differentiationsregel ungestört. 


Der Logarithmus. Die Formeln 6) und 7) in $. 56 können 
in die folgende zusammengezogen werden 


LE + DE +7) + i (aretan 2 + 0), 


wo c eine von & und n7 unabhängige Grösse bezeichnet; daher ist 
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n an Er (ia ere 
= 

u 2 tim ir 
irn 


Auch hier geschieht die Differentiation ebenso, als wenn i{ reell wäre. 


Die trigonometrischen Functionen. Aus der Gleichung 


y y „—e-v 

sin(x + iy) = re gma +1 —— 008 2° 
erhält man 

Osin(c Hiy) er ter e—eo. 
9) Tg 00 — IT sin 

= c0os(r +iy), 

Osin(c + iy) ev—e- . ‚ev te 

10) =, = = Zn ind + 45 0088 


— icos(z +iy) 
Für die übrigen trigonometrischen Functionen ist ebenso leicht 
nachzuweisen, dass die gewöhnlichen Differentiationsregeln ungeändert 
bleiben. 


Die cyclometrischen Functionen. Setzen wir, wie in 
8. 57, Nro. 4) 
Arcsin(£ + in) =xHtiy, 

wobei zwischen x und % die Gleichungen 
ev au ey er — ev 

2 
stattfinden, 80 haben wir durch Differentiation in Beziehung auf E 
folgende drei Gleichungen 


sinz—=#$, cs —=1N 


OArcsin(E+in) _ 
11) „e— tie 
ee”? y Zr y oy 
=], 
5 ea + —g na 
ev — eo”, arten oy__ 
5 nase + gm, I 


18* 
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Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man 


% (er + e7N) cosz 
2 _ 1(ey —e7)sinz 


Er te v)cosx]? + [4 (er —e"") sin z]?’ 
abi man diese Werthe in die Gleichung 11) und berücksich- 
tigt die Relation 

pria __ 1 
Prag po-ig 
so gelangt man zu der Formel 
O Aresin(E + in) __ 1 
05 Fler Hev)oose — ilfer —e"N)sinz 


1 1 
os tiy) Vı—sin(c-+iy) 


OArcsin(E + in) _ 1 
08  Vızetm 
Durch eine ähnliche Rechnung findet sich 
OAresin(&+in) _. 1 . 
on Vızdtm 
es gilt daher die gewöhnliche Regel zur Differentiation des arcus 


sinus auch bei complexen Variabelen. Für die übrigen cyclometri- 
schen Functionen gestaltet sich die Sache ebenso. 





oder 


12) 


13) 


Durch die Zulassung der Differentialquotienten complexer Aus- 
drücke erreicht man häufig den Vortheil, verschiedene Differential- 
quotienten unter einen gemeinschaftlichen Gesichtspunkt zu bringen. 
So sind z. B. die Gleichungen 


alır(z | = ri 
Br __0ß 


darctan —- = = 23 a: F Az 


nicht wesentlich von einander verschieden; setzt man nämlich in der 
ersten iß für ß, so wird 


«a +ißx . aß 
ee 
d. i. nach Formel 11) in $. 56 





dz 
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ßx ) 2 aß 
id| arctan % + hr)= ru Frans 
was mit der zweiten Gleichung übereinkommt. 


Dass der Gebrauch complexer Zahlen auch bei der Entwickelung 
höherer Differentialquotienten von wesentlichem Nutzen sein kann, 
mag folgendes Beispiel zeigen. 


Aus der identischen Gleichung 


ae _1y 1 1 ) 
a +22 2i\fr—ia PBertia 
erhält man durch m-malige Düfferentiation in Beziehung auf & 


mnl__ __ _(—1"1.2...mß” 1 _ 1 

D ze a ren! 
_ C1.2..me Beten Bein, 
u Er Tr (a? + ß? z)m+rl 


Um die imaginären Ausdrücke wieder wegzuschaffen, setzen wir 


Brtie= r (cosO + isin 0) 
r — Y Ba? +02, | 0 = arctan Be 


es wird dann 
(Bz +ie)m+1 — (Br— io)" tr! 
— rm +tlfcos(m + 1)6 + isin(m + 0] 
— rm+1[cos(m + 1)0 — isin (m + 1)0] 
& 


mtl). 
— girmtlgin(m+ 1)8—=2i(a? + 222)? + sin| (m+ 1)aretan | 








mithin 
sin! (m +1) arctan ze | 
@ 
14) Dn Paar. ırı) ul un 1)"1.2.3..mß" — 
a2 + 2x2 (+ Bay) 
Aus der identischen Gleichung 
Be _ı( 1 4 1) 
a2 1 B222 2i \Br—ia ' Pr-tiu 
erhält man nach derselben Methode , 
coe| (m + 1) arctan | 
px m Bx 
15) .Dr| — —— )=(—1)"1.2..3..mPß - . 


(m+1) 


a2 + px? (a2 + 2x2)? 
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Setzt man in der Formel 14) a =ß=1,m=n— 1 und 
berücksichtigt, dass 


D*-1 (=) — Droarcanz 


ist, so kommt man auf dasselbe Resultat zurück, welches in $. 14, 
Nro. 13) durch ein weit umständlicheres Verfahren gefunden wurde. 


8. 59. 
Potenzenreihen mit imaginären Variabelen. 


Vergleicht man die beiden früher erhaltenen Formeln 





1+2 
1) 4] ıt2 —lg +12 - 105 4... 
2) ardany —=!ıy —iy? + iy’ — +++» 


—-1<s<Hl, — 1<y<H+tb 
so fällt in die Augen, dass die erste Reihe mit der zweiten identisch 
werden würde, wenn man ihr den Zeichenwechsel zu verschaffen 
wüsste. Dies erreicht man durch die Substitution 2 == iy; die huke 
Seite der Gleichung 1) verwandelt sich dabei in 
1l+i: 
Ubesı = tarcany,- 

wobei 1 als eindeutig = 0 vorausgesetzt wird; die rechte Seite der 
Gleichung 1) geht über in 


iay—-iay Hay... ): 
ob aber die Gleichung 1) unter diesen Umständen noch besteht, ist 
eine andere und zwar nicht überflüssige Frage, weil die Formel 1) 
nur für reelle & bewiesen wurde. Die Gleichung 2) zeigt nun, dass 
in der That die Gleichung 1) für x = iy ihre Gültigkeit behält. 
Aehnlich verhält es sich mit den Formeln 


x 1 2° 1.3 25 
mm Ttgy tagte 


4 1 9? 1.3 y® 
WIN = I - gran 
‚„Iiss<+l —1sys+Hl, 
deren zweite man auf demselben Wege erhalten kann, der in $. 47 
zur Entwickelung der Reihe für arcsinx eingeschlagen wurde; auch 
hier lässt sich durch Substitution von x = iy die erste Reihe in die 
zweite überführen, woraus folgt, dass die Reihe für arcsinx für ima- 
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ginäre x richtig bleibt, wenn deren Modulus die Einheit nicht über- 
schreitet. 

Behufs einer dritten Anwendung gehen wir von dem leicht be- 
weisbaren Satze aus, dass ein Product von der Form 
Ha) +me)(t +02) ----- ’ 
völlig entwickelt, zu einer Potenzenreihe 


1+CGs+G2 +68 +:-...: 


G=atrta to ty +, 
G=3 + Fu. +: 
9. +94 + --- 
++ 
us w 
und überhaupt jeder Coefficient nach einem bekannten combinatori- 
schen Gesetze gebildet ist. Demzufolge hat man z. B. 


Ten Fe > Be 
—-1+(:+0G62°+ G2+ oo... 


und für den ersten ÜCoefficienten - 
ı /1 1 1 1 
G=— tr ts t75+°" 
und nach $. 50, 


führt, worin 


=! 

Auch die übrigen Coefficienten sind leicht zu bestimmen; setzt 

man nämlich x = — 2? und multiplicirt beide Seiten der Gleichung 
3) mit #, so erhält man 


£? g? 2? 

«(1 u 7) (1 u 3) (1 u 3)" u 

= — Ge? + 0,25 — CO2T +. ..+.+, 
und hier ist die linke Seite identisch mit sinz ($. 49 Formel 16), 
mithin muss die rechte Seite mit der Sinusreihe übereinstimmen, 
woraus folgt 

1 1 1 
=, Hin. 9 ‚eis, 


1.2...7 
Aus Formel 3) wird jetzt 


DJ 3 x3 
-=1t1 5; ta ss tra2.7 re 
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und zwar gilt dies für alle reellen x. Setzt man 2 + y? und 
multiplicirt beiderseits mit y, so geht die Reihe über in 


y’ WILL. 
ytıa3 + tina tr 











1.2... \ 
ey — ey 
u 2 
und man hat daher die Gleichung 
ev—eıv y’ N "N\.... 
4) RE ‚( + a) (1 + 3) (1 +37 


welche zeigt, dass das unendliche Product für sinz auch in dem Falle 
richtig bleibt, wo z durch die imaginäre Variabele öy ersetzt wird. 
Ganz ähnliche Betrachtungen geiten bei den Werthen 
4 . 4 
'& — 277° &g = Im’ 03 = 573°’ etc.; 


man gelangt nämlich zu 1er Formel 


2 (ri 


welche beweist dass das unendliche Product für cosg auch im Falle 
g — iy richtig bleibt. 

Auf die Gleichungen 4) und 5) sind die nämlichen. Transforma- 
tionen anwendbar, welche in $. 50 mit den unendlichen Producten 
für sing und cosz ausgeführt wurden. Nimmt man zuerst die Lo- 
garithmen und differenzirt nachher in Beziehung auf y, so erhält man 

evt e”7 


6) ev — eV 


1 2 2y 2 
= + mt tnmt 








1m?+y9? @m’+y BR’ +Y 
ev — e”, 
?) evt eV 


—_ 29 _ ı 29 _ı I _L... 
Setet 


ar 
y 
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dieselben Resultate ergeben sich aus den Formeln 3), 4), 6) und 7) 
des $. 50 durch Substitutition von 8 — iy. 

Verwandelt man ferner die soeben gefundenen Reihen in Poten- 
zenreihen, so gelangt man zu folgenden Resultaten 





10) er the! 
ev —e 
_ 1,28, B, ,, 2B, „ 
—,y 137" 93.4,” r72.0 ' 
—- a <y<+z, 
e/’— eV 
11 ee" 
) ee, 
__ 22(22—1)B, 24(24—1)B, ya re DB, i 
= 7: I 00a rt IT 
ein 
2 
12) en 
_ 1 2(21- 1) 2, '2(23—1)B; 3 _ Zu 5 
y Tor Tu La U Tor 1.2.6 Pr 
— x <y<+tr, 
2 
1 _?: 
3) ee” 


1-2 tg te 
— Ir <y<+38® 
darin bedeuten B,, B;, B, etc. die Bernoulli’schen Zahlen, 75, T;, 
T; etc. die Secantencoefficienten. 

Man ersieht aus den gefundenen vier Gleichungen, dass die For- 
meln 29), 30), 31) und 24) in 8.50 auch für 8 — iy richtig bleiben, 
wenn % auf dasselbe Intervall wie z beschränkt wird. 

Erscheinungen dieser Art veranlassen die allgemeinere Frage, ob 
es nicht möglich sein würde, das Theorem von Mac-Laurin auf 
complexe Variabelen auszudehnen, d. h. die Bedingungen zu finden, 
unter denen die Gleichung 


fa +1iy) 
=, + Mary 4 l@rigr 


gültig ist; diese Untersuchung werden wir im zweiten Bande erledigen, 


Cap. IX. 


Die Zerlegung rationaler algebraischer Functionen in 
Factoren und Partialbrüche. 


8. 60. 


Der Fundamentalsatz der Lehre von den algebraischen 
Gleichungen. 


Aus der Algebra ist hinreichend bekannt, dass Gleichungen der 
vier ersten Grade jederzeit ebensoviel reelle oder complexe Wurzeln 
besitzen, als der Grad der Gleichung Einheiten zählt; es liegt daher 
dieFrage nahe, ob diese Eigenschaft bei jedem höheren Grade gleich- 
falls stattfindet. Die Theorie der imaginären Zahlen macht eine 
genaue Discussion des Gegenstandes möglich, welcher wir nur eine 
Bemerkung vorauszuschicken haben. 

Wenn eine Reihe positiver Grössen Co, Cı, (25 - + » %u gegeben 
ist und die Zahl g grösser als jeder der Quotienten 








+1 Cr +2 Cn 
—  ) —— ‘) .oe.o . 
Cr +1 n—ı 
gewählt wird, so kann man aus den Ungleichungen 
Cr +1 Cr +32 C 
> —, > — ve. g>— 
Cz Cr +1 m—ı 


leicht die folgenden ableiten 
G+ı GI, Gr: <a, Grs<CGgQrer:. 
diese führen noch zu 
Gyr wer! + Cr2zwEtr? — +... + mW" 


< 6: wHqw + ww? + ::..... + gruon), 
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worin w eine beliebige positive Variabele bezeichnet. Wählt man 
1 
letztere < ag, 0 wird gw < 3 und 


gu +a?w? +... + g"w" 
<3+@+@+----inin, 
wobei die Summe rechter Hand — 1 ist. Die nunmehrige Unglei- 
chung 
C, wE > Gy wktl + Gras wkt? + .... + C„w” 
enthält folgenden Satz: in der aus positiven Grössen bestehenden 
Reihe 
otraw tr awW +... + mW" 
lässt sich w immer so klein wählen, dass irgend ein Term c; 10: mehr 
beträgt als die Summe aller nachberigen Glieder. — Sind die Glie- 
der theils positiv theils negativ, so kann man sie auf ihre absoluten 
Werthe reduciren und dann bleibt die Schlussweise dieselbe. Man 
ersieht hieraus, dass bei hinreichend kleinen: w das Vorzeichen der 
Summe 
zw + arıwttti he. + mWw* 

mit dem Vorzeichen des ersten Summanden übereinstimmt. 

Wir betrachten nun einen Ausdruck von der Form 
1) SR tm tat. + mr, 
welchen man eine ganze rationale algebraische Function nten Grades 
zu nennen pflegt. Setzt man für x die beliebige complexe Zahl 
u iv, so stellt sich f(x) = f(u + iv) unter die Form M + i N, 
wo M und N ganze rationale Functionen von w und v sind. Die 
Norm von M + iN, d.h. der Ausdruck M? + N?, kann, wie leicht 
zu sehen ist, beliebig gross gemacht werden, wenn man u oder v 
oder % und v zugleich in’s Unendliche wachsen lässt; dagegen kann 
M? + N? niemals negativ werden, und folglich hat dieser Ausdruck 
ein Minimum, welches entweder — 0 oder > 0 ist. Welcher von 
diesen Fällen stattfindet, wird die folgende Untersuchung lehren, 
worın das Minimum der Norm gleich mit M? -+ N? selber bezeich- 
net werden soll und % + iv der complexe Werth von x sein möge, 
für welchen jenes Minimum eintritt. 

Es bedeute @ eine Wurzel der positiven oder negativen Einheit, 
w eine beliebige reelle Grösse, und es werde in Nro.1) x —=u 4 iv 
+ 0w gesetzt; man erhält dann einen Ausdruck von der Form 
2) futwt+te)=P+1Q 
dessen Norm P? -+ Q? ist. Dieser Ausdruck lässt sich nach Poten- 
zen von Q@% ordnen, indem man % + iv + ow als ein aus 4 + iv 
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und 0% bestehendes Binom ansieht und dem entsprechend die Poten- 
zen von u + iv + ow mittelst des binomischen Satzes entwickelt; 
man gelangt auf diesem Wege zu einer Gleichung folgender Gestalt 
Ju Hirte) MAIN HAN HM en + 
- + (Mn + Nu) 0" w", 
worın M, N die vorige Bedentunr haben, und M,, Nı, M;, N;, 
. Mn, N„ rationale Functionen von u und v sind. Da möglicher 
Weise mehrere dieser Ausdrücke verschwinden können, so mögen 
M; und N; die ersten nicht gleichzeitig verschwindenden Functionen 
bedeuten; es ist dann | 
3) Jutir+ew) 
= M+iN+(M +iN.)otwF +. + (MM + N.) 0”u*. 
Für o, welches bisher nicht näher bestimmt wurde, lassen sich 
vier verschiedene Wahlen tredien, nämlich 


fm 


1 
EHI, E=m, =, ec 
. welchen die Werthe 
e=-+1l de=—1l, oe —= +i, ee —i 
entsprechen; bezeichnet demnach & eine reelle (positive oder nega- 
tive) Einheit, so kann einerseits 0% — &, mithin 


/utiv+ow) 
=M+:Mwt +. + iN+eMwe4..), 
andererseits 0% — &i, folglich | 
futivt+eow) 


—M— &e N, w* + .... +i(N+eM,w: + --.) 
gemacht werden. Die Normen dieser Ausdrücke sind für. die ge- 
nannten Fälle 

PP Q—= 2 + N? 4 2, + NN) + ...., 

P2 + Q9?=M?+ N?+ 22. NM; —MN,)w + ----, 
demnach ist es ebensowohl möglich 

P+@— (A +N)=2KUM + NN)w +: 
als 

P2 + Q2 — (M? + N?) = 22(NM, — MN.) w* + 
zu machen. Bei hinreichend kleinen % hat jede der Summen rechter 
Hand dasselbe Vorzeichen wie das erste Glied, man kann daher jene 
Summen negativ werden lassen, indem man dem & das hierzu erfor- 
derliche Vorzeichen giebt. Dieses Resultat widerspricht aber der 
Voraussetzung, dass M?-+ N?, das Minimum der Norm also P? + Q? 
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— (M? + N?) positiv sein soll, und dieser Widerspruch hört nur 
dann auf, wenn gleichzeitig 
MM; + NN; = 0, NM; — MN, =—=( 
ist. Quadrirt und addırt man diese Gleichungen, so folgt 
N) 
A +N) (aM, +N)= 0, 

und da M; + N, nicht = 0 ist, so mus M? + N? —0,d.h. 
M—=0, N=0, mithin auch f(u + iv) = 0 sein. Demnach 
existirt immer wenigstens ein complexer Werth z—=u-+iv, 
für welchen die ganze Function f(x) verschwindet. 

Bezeichnet r, einen complexen Werth der angegebenen Art, so 
ist f(r}) = 0, mithin 

a) =r@) —/M) 
=a.—n) ta? — rn) tt + aa —r); 

jeder auf der rechten Seite vorkommende Parentheseninhalt lässt sich 
durch x — r, ohne Rest dividiren, und daher hat man auch 


JS)=e@-r)lıatm@+rn)+s@ tern +r) +: 
Men u AI Lu SEE Ze Sal 
= (s—-n)atantar +... + ar“ 
+@&+t@arn + +ar )e 
+ Fa EEE Er BE + 0,5” —1] 
oder unter Benutzung leicht verständlicher Abkürzungen 
Se) = kn) +bı2 +" + 5-12". 
Der zweite Factor rechter Hand ist eine ganze Function 
(n — 1)ten Grades, die wir mit f(x) bezeichnen wollen, so dass 
Seo) = k@— rn) A). 

Von der Function /ı (x) gilt nun wieder der Satz, dass sie für 
einen gewissen Werth x = r, verschwinden muss; hieraus folgt 
durch ähnliche Schlüsse wie vorhin 

A@) = @— rn) ha), 
wo f(x) eine ganze Function (n — 2)ten Grades bedeutet. Auf die- 
sem Wege fortgehend, gelangt man schliesslich zu der Gleichung 
A-1@) = @—1n) n@) 
und darin ist /„(x) vom Grade n — n = 0, d.h. eine Constante Ü 
Durch Substitution von jeder Gleichung in die folgende erhält man 
Sa) = mr + m-ı2" +. +1 + m 


= Ca —nı) (& — rs) on... (& — In); 
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worin C —= a, sein muss, wie man u. A. auf die Weise erkennt, dass 
man beide Seiten durch x" dividirt und nachher x in’s Unendliche 
wachsen lässt. Die Gleichung 

4) Sa) = ale — rn) @—r)... @—r.) 

zeigt, dass f(x) jedesmal und nur dann verschwindet, wenn x einen 
der Werthe nr}, r2,... r„ erhält, d. h. mit anderen Worten: jede 


algebraische Gleichung nten Grades [/(x) = 0] hat » Wur- 
zeln*). 





*) Obschon die numerische Bestimmung der Wurzeln einer Glei- 
chung in die Algebra gehört, wollen wir doch ein Verfahren zur nähe- 
rungsweisen Berechnung der reellen Wurzeln angeben, einerseits, weil 
dasselbe eine nette Anwendung der Differentialrechnung darbietet, ande- 
rerseits, weil es für transcendente Gleichungen ebenso passt wie für 
algebraische. 

Um einen reellen Werth von & zu finden, welcher die Gleichung 

Si) = 0 
befriedigt, suche man zunächst zwei Näherungswerthe x, und x, der 
Art, dass die Functionen f(x), f’(x), f”"(x) endlich und stetig bleiben 
von 2=z, bis 2= x,, und dass f(x,) und f(x,) entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben. Denkt man sich «, und %, = f({) sowie x, und %g 
—= f(&,) als rechtwinklige Coordinaten zweier auf entgegengesetzten Sei- 
ten der Abscissenachse liegender Curvenpunkte P, und P,, wobei OM, 
=, M,Pı = yı, OM;, = %, M,P, = y, sein möge, so wird die 
Curve, deren Gleichung y = f(x) ist, die Abscissenachse zwischen M, 
und M, in einem Punkte M schneiden, dessen Abscisse OM das ge- 
suchte x darstellt; auch existirt nar ein solcher Durchschnitt, wenn 
die Curve von P, bis P, entweder fortwährend steigt oder fortwährend 
fällt, d.h. wenn f’(x) innerhalb desIntervalles x = x, bis 2 = 2, sein 
Vorzeichen behält. Setzen wir noch voraus, dass f’”(x) innerhalb des 
genannten Intervalles gleichfalls keinen Zeichenwechsel erleide, so sind 
hinsichtlich des Verlaufs der Curve von ?P, bis P, nur vier Möglichkei- 
ten vorhanden: die Curve steigt entweder mit convexer Krümmung oder 
sie fällt mit concaver Krümmung, oder sie fällt convex oder steigt con- 
cav. Im ersten und zweiten Falle haben f’(x) und f”(x) gleiche Vor- 
zeichen; wir ziehen dann die Sehne P,P,, welche die Abscissenachse 
im Punkte 8 schneiden möge, legen an P, die Tangente P,T,, und 
haben in beiden Fällen 
05<0OM< 00T 





d. L 
| &, f(x) — 2, f(x) _ fa), 
4) Ta) I) SU Tn 


Im dritten und vierten Falle sind f’(x) und f”(x) von entgegenge- 
setzten Vorzeichen ; wir legen dann an P, die Tangente P, 7T,, ziehen 
wie vorhin die Sehne und erhalten 

OT, < OM< 08 


d. i. 
fa) 2 fa) — mfle), 
B) u 1 ee EHE 
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Wenn die Coefficienten a, &, -- » % reell sind und 7 = 
% 4 iv eine complexe Wurzel der Gleichung f(x) = 0 bedeutet, 
80 genügt dieser Gleichung auch der conjugirte complexe Werth 
x =u — iv, wie man aus den über f(w-+iv + o0w) angestellten 
Betrachtungen leicht erkennen wird; die complexen Wurzeln kommen 
daher nur paarweis vor. Ist nun z.B. rı =4A + iu und die 
conjugirte Wurzel 7, = A — iu, so können die beiden complexen 
Factoren & — rı und & — r, zusammengezogen werden und liefern 
den reellen quadratischen Factor 

@—r—i) KA Hi) = @— Nr. 

Jede algebraische Function lässt sich daher in reelle 
Factoren ersten oder zweiten Grades zerlegen. 

Als Beispiel möge die Zerlegung von f(x) = x" — 1 dienen, 
wobei die Wurzeln der Gleichung 2— 1 = 0 aus $. 54 bekannt 
sind. Man erhält für gerade »: 


5) cr — 1 
— (s— _ 20, ,\(a_ 4R ı1\.... 
—= («—1) (ce-+1) e 2% cos +1) (2 2% c08 n +1) 


(2: en Dr = +1), 


dagegen für ungerade n: 
6) er —1 


—= («— 1) (2? — 2xcos 2# }ı) („2 — 2200 +1) .. 


. (0 — 22006 er, 7). 


Durch Auflösung der Gleichung x<* + 1 = 0 gelangt man zu 
analogen Resultaten; es ist nämlich für gerade n: 


7) zer +1 
— (22 — 22008 = 41) (22002 +1) .o.. 


(922000 PIDR 1m +1), 


Wenn demnach die anfangs ausgesprochenen Bedingun- 
gen erfüllt sind, so liefern, je nachdem f’(x) und f”(x) gleiche 
oder entgegengesetzte Vorzeichen haben, die Formeln A) 
oder B) neue und zwar genauere Näherungswerthe. 

Durch mehrmalige Anwendung dieses Satzes kann man die Gren- 
zen, zwischen denen die gesuchte Wurzel liegt, beliebig eng ziehen. 
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und für ungerade x: 
8) zer +1 

= (+1) (2? — 22005 = +1) (2200 2® +1) . 


(02200 BEDE 1). 


Diese vier Sätze gestatten eine geometrische Interpretation, wenn 
man einen mit dem Radius = 1 beschriebenen Kreis in 2» gleiche - 
Theile theilt und die Theilpunkte mit einem festen Punkte verbin- 
det, welcher auf dem durch den Nullpunkt der Theilung gehenden 
Durchmesser um x vom Centrum entfernt liegt. 


8. 61. 


Die Zerlegung ächt gebrochener Functionen. 


Unter einer gebrochenen rationalen algebraischen Function 





versteht man einen Bruch ‚ dessen Zähler und Nenner ganze 


Functionen sind; sie heisst ächt gebrochen, wenn der Nenner von 
höherem Grade als der Zähler ist, im Gegenfalle nennt man sie 
unächt gebrochen. Bei einer Function der letzteren Art kann man 
mit dem Nenner so lange in den Zähler dividiren, bis ein ächt ge- 
brochener Rest zum Vorschein kommt, d. h. jede unächt gebro- 
chene Function lässt sich in eine ganze und in eine ächt 
gebrochene Function zerlegen. 

Die Summe mehrerer ächt gebrochenen Functionen ist wieder 
eine ächt gebrochene Function, deren Nenner im Allgemeinen das 
Product aus den Nennern der Summanden darstellt, z. B. 


3 2 5R—2c 43 
‚x—1 + 2+1 c—-)@+1)’ 
man wird durch diese Bemerkung auf die Frage geführt, ob es um- 
gekehrt wohl möglich sein würde, eine gegebene ächt gebrochene 
Function in einzelne Functionen derselben Art, in sogenannte Par- 
tialbrüche, zu zerlegen. Um dies zu untersuchen, denken wir uns 
vorerst den Nenner F'(x) in Factoren zerlegt, etwa 


F(e) = Ce—n) e—n)....(@—r.) 
und nehmen C = 1, worin keine wesentliche Beschränkung liegt, 
weil man erforderlichen Falls Zähler und Nenner der gebrochenen 
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Function durch den Coefficienten der höchsten im Nenner vorkom- 
menden Potenz dividiren kann. Da möglicherweise mehrere der 
Wurzeln fı, T3, -.. r„ gleich sein können, so wollen wir annehmen, 
es seien vorhanden « Wurzeln jede=a, ß Wurzeln jede=b u.s. w.; 
es ist dann 


1) F(&) = (e — a a — (a —oY...(c— Kr, 
e+Ptrytr.  +iI—n 


und die Grössen a, b, c,... k sind jetzt sämmtlich verschieden. Der 
Zähler der gegebenen Function heisse f(x); sein Grad ist <n. 


Für den Augenblick sei 


2) Dr) = (ce —bP (a —c)Y.... (ak, 
mithin “ 
3) F(&) = (© — a)* ®(x), 

ferner 

n =, 1a, 


4 


es gilt dann, wie durch Substitution der Werthe von A und fı (x) 
sogleich geprüft werden kann, die folgende identische Gleichung 


f@) A f@) 
) G-a%6o)  G-aR ? aan‘ 


und daran knüpfen sich zwei wesentliche Bemerkungen. Da ®(x) 
den Factor — a nicht enthält, so ist P(a) von Null verschieden, 
mithin A eine endliche bestimmte Grösse. Ferner hat man zufolge 
des Werthes von A 


der Zähler des vorstehenden Bruches ist eine ganze rationale Func- 
tion von x und verschwindet für x = a; eben desswegen lässt sich 
diese Function ohne Rest durch 2 — a dividiren und folglich ist 
der Quotient, d. h. f(x) eine ganze Function von x. In der Gla- 
chung 5) liegt demnach der Satz, dass die ursprünglich gegebene 
ächt gebrochene Function in zwei ächt gebrochene Functionen zer- 
legt werden kann, von denen die zweite dieselbe Form besitzt wie 
die Urfunction, während gleichzeitig der Grad ihres Nenners um eine 
Einheit niedriger ist. Indem man dasselbe Theorem wieder auf die 
zweite Function rechter Hand anwendet, erhält man 

Schlömilch, Analysis, I, 19 
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_ Sa 
(x — a)* P(«) 
___4 A I) 
zur (x — a)* + Ga + (2 — a)*-2@ (2) ’ 
— A, ® 
A -42. Fr (x) AZ ne (@) s 


es erhellt augenblicklich, wie dieses Verfahren fortgesetzt werden 
kann und dass man dabeı zu folgender Gleichung gelangen muss : 





a __ A Aha. 

I ae Bat eat 
Ar- Fa(&) 
+5. t 90 


Setzt man zur Abkürzung 
Pe) = ae —oV....(e— Ki, 

so ist der letzte Bruch in der vorigen Gleichung 

Ja) .. Fe“) . 

BG) G-IP ER! 
mit dieser ächt gebrochenen Function lassen sich wieder dieselben 
Umwandlungen vornehmen wie in Nro. 6) und indem man dieses 
Verfahren fortsetzt, gelangt man schliesslich zu folgender Gleichung 


7) J/(«) A Aı Ag —1ı 


Fe) a Fa 
B B, Bs_-ı 
ram tragt tn 

4 
K K: Kx-ı 
taten tt ta 


Nachdem hiermit die Möglichkeit sowie die Form der Zerlegung 
ächt gebrochener Functionen gezeigt worden ist, kommt es noch auf 
die Berechnung der constanten Zähler A, A), .. . A@u-ı, B, Bi etc. 
an. Diese würden sich zwar beı wirklicher Ausführung der vorhin 
angedeuteten Operationen unmittelbar finden, doch ist dieses Ver- 
fahren so umständlich, dass ein kürzeres wünschenswerth bleibt. 

Der nächstliegende Gedanke ist offenbar, allen auf der rech- 
ten Seite von Nro. 7) stehenden Grössen den gemeinsamen Nenner 
(2 — a) (e—b)P...(e—k)*—F(x) zu verschaffen und dann die Zähler 
zu vergleichen. Die völlige Identität von f(x) und dem rechts zum 
Vorschein kommenden Zähler ist aber nur möglich, wenn beiderseits 
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gleich hohe Potenzen von & gleiche Coefficienten besitzen; man er- 
hält damit @« + ß + - - - + % Gleichungen ersten Grades zur Be- 
stimmung der eben so viel Unbekannten. 
Als Beispiel diene die Zerlegung von 
922 — 32 +38 
3 — 2 — cH+1 
Die Wurzeln der Gleichung 2? — 22 — zr + 1lsindde=-+HJ], 
z—=+1,2=—1, daher ist 2? — 2 — x +1=(e — 2? 
(x + 1) und 
92 — 32 +8 9° — 32 +8 
3 — a. — ss +1 .—-lV («+ 
A Aı. B 
=-o-mTtg-ı tar 
Nach beiderseitiger Multiplication mit («—1)? (x +1) hat man 
die beiden Zähler 
92° — 3x +8 
= (A+D9m+(4A—2Be +(A— Aı +B, 
deren Identität folgende drei Gleichungen liefert 
Aı + B=9, A—2B=-—3, A— Aı +B=83; 
man findet hieraus A = 7, A, =4, B= 5, mithin 
922 — 3x7 +8 7 4 5 
2— —ıc+1 (—1) r c—l1 + +1 
Bei einer grösseren Anzahl von Partialbrüchen würde auch die- 
ses Verfahren sehr weitläufig werden; wir wollen daher noch andere 
Methoden zeigen. 





8. 62. 


Die Zähler der Partialbrüche. 


Zunächst mag der einfache Fall betrachtet werden, we= = 


=y=..=%=l ist, also der Nenner 

1) F(x) = (®— a) (©) (ce —c). ah) 

keine gleichen Factoren enthält; die Gleichung 12) lautet jetzt 
f(«) A B C K 














2) F(x) ntıa tim rt 
Wir bringen dieselbe auf die kurze Form 
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So) __A_,_I@ 
» Fe) 2a 00’ 
wo die Summe aller übrigen Partialbrüche bezeichnet und 
De) =(@-)(@-)...@—M), 
mithin 
4) F&) = (ce — a) D(e) 


ist. Durch Multiplication der Gleichungen 3) und 4) erhalten wir | 
Sa) = APle) + @— a) 9) 


und für 2 = a 


fla) = AD(a) oder A— De 
Um aus dieser Gleichung, welche mit Nro. 4) des vorigen Para- 
graphen übereinstimmt, P(a) zu entfernen, differenziren wir die Glei- 
chung 4), wodurch entsteht 
F’@) = (@— 0) De) + ©), 
und nehmen auch hier & = a; dies giebt 








F’(a) = D(a), 
mithin nach dem Vorigen 
_ _f(a) 
5) A= Fa) ' 


Für jeden anderen Zähler würde sich die Sache ganz analog 
gestalten und es ist daher 


F®) _ _F0) FR) 

6) Bey ' u ra K= FR) 

Als Beispiel diene die Zerlegung des Bruches 

x — 7 
x3 + 222 —57—6 j 

Der Nenner desselben verschwindet free = — 1l,2=+ 2, 
x —= — 3 und ist daher = (r + 1) (ce — 2) (x + 3); die Zerlegung 
geschieht demnach in folgender Weise: 


x —7 A B C 
3 H22 —5r—6 zH+1 + x—2 r x +3 


Herrsta= — 1,b=+2,c=—3, 





Se) = "—T, Fix) =30° +42 —5, 
—_ Sc _=6 _ 
_F-) 7 —-6 rl 
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und daher zerlegt sich der betrachtete Bruch wie folgt 
x? — 7 04 1 1 1 1 
+22 —5Bc—6 cH+ı 5 :—2 r 5 x+3 ' 

Das soeben auseinandergesetzte Verfahren bleibt im Wesent- 
lichen ungeändert, wenn einige oder alle der Wurzeln ,b,c,...k 
complex sind, denn die vorgenommenen Rechnungsoperationen gelten 
ganz gleichförmig für reelle und complexe Zahlen. Will man aber 
den Uebelstand vermeiden, dass auf der rechten Seite der Glei- 
chung 2) imaginäre Grössen vorkommen, so braucht man nur je 
zwei solche Partialbrüche zu vereinigen, deren Nenner je zwei con- 
jugirte complexe Wurzeln enthalten. Um dies näher zu erläutern, 
wollen wir vorerst annehmen, die Gleichung F(x) = 0 habe nur 
zwei complexe Wurzeln; diese sind dann einander conjugirt und von 
den Formen / 


a=p-+ ig, b=» — ig. 
Aus der Gleichung 2) wird jetzt die folgende 
Se) _ A B C K 
7) Fe) "4 z—p—igq r zs—p-+tigq + —c + r2—% ’ 
und darin ist 
a— /wtid a FP-iD , 
= Fgtig F@-—ig) 

Die vollständige Entwickelung von A führt zu einem Werthe 

von complexer Form etwa 
A=M-+iN, 
da sich aber A und B nur in dem Vorzeichen von $ unterscheiden, 
so muss .B den conjugirten Werth 
B=M-—iN 
besitzen. In Nro.7) lassen sich jetzt die beiden ersten Partialbrüche 
zusammenziehen ; der gemeinschaftliche Nenner wird (2 —p)? + g°, 
im Zähler kann man zur Abkürzung . 
2M=P, —2(Mp+N)=Q 
setzen und erhält dann 
f@) __Pr+Q C K 

8) F(x) =G-Mtatr:t I 7% 
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Die beiden, zu conjugirten Wurzeln gehörigen imaginären Par- 
tialbrüche liefern also zusammen einen reellen Partialbruch mit qua- 
dratischem Nenner. Auf gleiche Weise behandelt man jedes Paar 


von Partialbrüchen, welches von einem Paare conjugirter Wurzeln 
herrührt. 


Als Beispiel diene die Zerlegung des Bruches 
72—3 
23224045 
Die Wurzeln der Gleichung 22 — 32? x +5 sndx = 
2 ti, =2 —i,2= — 1, mithin wird die Zerlegung 
72—3 A B C 
Be taid aan tz-ati gr 
Hier ist . 
a=2 +4, b=2 —i, e=—|], 
Se) = 72 — 3, F'(x) =32? — 6x: +1, 
u SCH _+U+ni_, 


TV _ I -TT 1—8;, 
F@t+r) —_- 236 a7 
_. fe-) _+1-7__ 
B= wG—) zuur er Tal Ba) 
1) — 10 
(= I Inn 1, 
F(-) +10 
folglich die gesuchte Zerlegung 
72— 3 4-24 3+2i 1 





2 —3” + +5 s—2—i + z—2+i. s+ı 
d. ı. bei Zusammenziehung der beiden ersten Partialbrüche 
12-3 __:r2 __1_, 
s—3+c+5 @2—4c+5 sH+l 
Als zweites Beispiel diene die Zerlegung des Bruches 
gam—1 
ur—1 ' 
worin m und n > m — 1 positive ganze Zahlen bedeuten mögen. 
Setzen wir zur Abkürzung = —=%9, so hat die Gleichung 2" — 1 


— 0 bei geraden n die beiden reellen Wurzeln 
— +1, s—=—1 
und 3 — 2 complexe Wurzeln, welche aus den Formeln 
x =cosh® + isinh?, x =c0sh® — isinh® 
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dadurch erhalten werden, dass man h=2,4,6....2 —2 nimmt. 
Nun ist im vorliegenden Falle 
Se) = a"ı, F)=a" —1l, Fi) =nar!; 
die beiden reellen Wurzeln liefern also dıe Partialbrüche 
1 ı ("7 ı 
ns—ı’ nn cH1 
Ferner giebt die Wurzel & = cosh® + isinh” einen Partial- 
bruch, dessen Zähler ist 
_ (coshd + isinhY)"—1 _ cosh(m—n)® + isinh(m—n)F 
"nlcosh® -Hisinhd)r 1 N 
“wobei der Moivre’sche Satz benutzt wurde. Mit Rücksicht auf den 
Umstand, dass 39 — x und Äh eine gerade Zahl ist, erhält man ein- 
facher 








I 


coshm® + isinhm® 
N U) 
die Wurzel x = cosh® + isinh® giebt also den Partialbruch 
1 coshmd Hisinhm® 
n © —(cosh® + isinh®) 
Der conjugirten Wurzel & = cosh® — isin ho entspricht der 
conjugirte Partialbruch 
1 coshm® —isinhm® 
n x — (cosh$ — isinh®9) ’ 
beide Partialbrüche zusammen liefern den reellen Bruch 
10) 2 (x — cosh®) coshmd — sinh® sinhm 
N x: — 2x2c0sh® +1 ? 
dessen Zähler sich noch etwas reduciren lässt, was aber späterer An- 
wendungen wegen unterbleiben möge. Man erhält nun die gesuchte 
Zerlegung, wenn man die in Nro. 9) angegebenen Brüche nebst den 
Brüchen summirt, welche aus Nro. 10) für k = 2,4, 6,...n— 2 
hervorgehen; unter Benutzung eines Summenzeichens (3) ist also für 
geraden: 
ai 1 1 (—-1)r 1 


R= 











11) 


“Zi nam n s+l1l 
>> (x — cosh®) coshmd — sinhd sinhm® 
x2 —2xcosh® +1 nn 
Boaa, 6,..... n — 2. 


Bei ungeraden » sind die Wurzeln der Gleichung z* — 1 = 0 
folgende 
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s=Ht1, 
x = cosh® 4 isinh®, x —=cosh® — isinh®, 
h=2,4,6,...n—1; | 
die Rechnung unterscheidet sich jetzt nur dadurch von der vorigen, 


dass die Wurzel x —= — 1 nebst dem entsprechenden Partialbruch 
wegfällt; daher ist für ungerade x: 








gm—1 1 1 
12 = — 
a —1 n c—1 
j 2 (2 — cosh®) cosh md — sin hd sinhm? 
+3 —_— en, 
N x — 2r2cosi® +1 


h=2,4,6,....2n—1. 
Als letztes Beispiel diene die Zerlegung des Bruches 
am—1 
0 + 1 ’ 
wir unterscheiden dabei wieder gerade und ungerade n. Im ersten 
Falle hat die Gleichung x&* + 1 == 0 nur complexe Wurzeln von 
den Formen 
x =cosh® + isinh®, x2.—= cosh9 — isinh®, 


u 
wo d=— wdh= 1,3,5,...n% — 1 zu setzen ıst. Der Wur- 


zel &—cosh® + isinh® entspricht ein Partialbruch mit dem Zähler 
Ro cosh(m — n)® + isinh(m — n)® 
N ’ 
wofür man wegen n® —= x und wegen des ungeraden % schreiben 
kann 
_ coohm® 4 isinhm?® 
n 


R= 


Die beiden conjugirten Wurzeln liefern daher die conjugirten 
Partialbrüche " 


1 coohmd + isinhmd 1 coohmd — isinhmd 
n © — (cosh® +isinh®) u n © — (cosh® — isinh®) ' 


die sich leicht zusammenziehen lassen. Damit gelangt man bei ge- 
raden » zu folgender Zerlegung: 

am 2 SZ (2 — cosh®) coshm® + sinh® sinhm® 
er tl nn — 22 — 2xcosh9® +1 ’ 
h=1,3,5,...n—1. 

Bei ungeraden n sind die Wurzeln der Gleichung x* + 1=0: 


'13) 


“ L_ 
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a=—=—|1, . 
x —= cosh® + isinh®, x = cosh® — isinh®, 
h=1,3,5,...n — 2; 
die Zerlegung geschieht also wie vorhin, nur kommt noch der Par- 
tialbruch hinzu, welcher der reellen Wurzel@ = —-1entspricht. Man 
hat daher für ungerade n: 
am—1 _ (— 1)m—1 1 





4 — — 
14) x" +1 n s+1 
1 2 > —(2 — cosh®)coshm® + sinhd sinhm® 
— 2? — 2xcosh® +1 ’ 


h=1,3,5,...n— 2 


8. 63. 


Fortsetzung und Schluss, 


Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, wo «&, ß,...% nicht 
sämmtlich — 1 sind (Formel 7 in $. 61). Es sei r irgend eine der 
9 (x) 
P(«) 
tialbrüche, in denen r nicht vorkommt; die Gleichung 7) in $. 61 
lässt sich dann folgendermaassen darstellen: 

I) BR Rı Ro-ı 9 (x) 
ı) Fix) (c—r)® + (e—r)0-1 rer 2e—r + D(x) ' 
und zwar ist hier 

2) F(x) = (e — r)® Be). 

Durch Multiplication beider Gleichungen, wobei zur Abkürzung 
3) R+ Ra — rn) + R@—N?+ + B-ıa@ —Ne1=X 
gesetzt werden möge, ergiebt sich 
4) Se) = XOlı) + ne pl). 

Diese Gleichung differenziren wir mehrmals nach einander und 
nehmen in jeder einzelnen Differentialgleichung wie auch in Nro. 12) 
selbst, & = r was bei X und seinen Differentialguotienten X’, X” 
etc. durch ein angehangenes r bezeichnet werden möge; wir haben 
dann folgende Gleichungen: 


IN) = :X.®Kr), 
fr) — X, ®'(r) +X Or), 
N) = XP") + 2%, D’r) + X’ Dr), 


u8 W. 





Grössen a,b, c,...%, und es bedeute die Summe aller Par- 
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Andererseits ergeben sich aus Nro. 3) folgende Werthe von 
X,, X}, X, etc. 

X%,—=R, X —=1R, X"=1.2R,, X"=1.2.3R, usw; 
substituirt man dieselben in die vorigen Gleichungen und bezeichnet 
zur Abkürzung 1.2.3...m mit m’, so gelangt man zu folgenden 
Gleichungen: 

Sr) = R®lr), 
) Sf =RP ln) +VRDen), 
"(= RO") +2. AD) +2R,Oln), 
u. 8. w. 
deren allgemeines Schema ist 
FR) = RD" (r) + (m), YRı DDr) + (m, PR,DR-29(r) +... 
Man kennt hier ®(x), mithin auch D(r), D’(r), D”(r) ete.; 
die Gleichungen 5) enthalten daher nur die Unbekannten R, R,, 
R, etc., welche der Reihe nach daraus entwickelt werden können. 
Als Beispiel diene die Zerlegung 


1 
2?(2 — 1)? (+1) 
A A As B B, C 
rar trentrritarn 


Um zunächst A, A,, Aa zu bestimmen, ‚hat man A für R,r=0, 
und 
De) = (cc — N ac +)= Rt — a —cHl, 
D’(2) = 32? — 20 —1, D'(e)=6r—2 
zu setzen, während /(x) immer = 1 ist. Die Gleichungen 5) wer- 
den jetzt 
1=4, 
0=A(—1) +4, . 
" 0 = A(—-2) + 24,(-1) + 2A, 
und daraus ergeben sich die Werthe 
A=|]|, A, =1, As = 2. 
Um B und B, zu finden, schreibt man in Nro. 5) B statt R, 
setzt r = 1], 
Be) = dc +) = rt +2}, 
D'(z) = 4x? + 382, 
und erhält 
1= B.2 0= B.T7T + B..2, 
mithin 
B = ı B, ——— 1. 
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Zur Bestimmung von C gehören endlich die Substitutionen 

k=-(6Gr=—IJl, 
D(x) = x°(x — 1)?; 
die erste der Gleichungen 5) liefert dann 
1=((—-4 ode (= — 1}. 

Zufolge dieser Coefficientenwerthe hat man jetzt folgende Zer- 

legung 


1 
oe _ ” (€ +1) 
1 7 1 


- ara +7 Are 1? 4&@—-1) 4kat) 


Das angegebene Verfahren bleibt der Hauptsache nach unge- 
ändert, wenn zwei oder mehrere der Grössen a, b, c, .. . k complex 
ausfallen, nur wird man das Imaginäre wie früher dadurch vermei- 
den, dass man je zwei Partialbrüche vereinigt, welche conjugirten 
Wurzeln entsprechen. Ein Beispiel dürfte hinreichen, um diese Mo- 
dification kennen zu lernen. 

Wenn es sich um die Zerlegung des Bruches 


+1 
@ +1)? @—1) 
handelt, so zerfällt man erst 2? + lin (x — i) (x + i) und setzt 
dann 


c+t1l x-+1 
@+NEC—-) G@-VE+P@—1) 
A A B Bı C 
Sentz tete ta 


Die Gleichungen 5) liefern, wenn man f(x) =x + 1, A für 
R, i für r und P(x) = @ +1)? (@ — 1) setzt, die Werthe 
1—i 
4= ri A-7077 
Zur Bestimmung von .B und B, ist keine neue Rechnung erfor- 
derlich, denn es würde sich diese nur darin von der vorigen unter- 
scheiden, dass überall — ; an der Stelle von ö und B statt A stände; 
man hat daher - 
i 1+5 
4 





B=-7 B=-—- 


Die Substitution r—= 1, R= (, Pl(x) = (x? + 1)? giebt 
noch C = $ und daher ist 
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c+H1 
@F)@—]) 
_itfıa 1 1[1-i +] ı 1 
=7 Fr Sri ik trzHlt Tri’ 
oder bei Zusammenziehung der conjugirten Partialbrüche 


cs+1 
@?+1)?@—1) 
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INTEGRALRECHNUNG. 


Cap. X. 


Fundamentalsätze der Integralrechnung. 


8. 64. 
Bestimmte und unbestimmte Integrale. 


Die Betrachtung einer Function F(x) und ihres Differentialquo- 
tienten F’(x) veranlasst zwei verschiedene Aufgaben, nämlich ent- 
weder F’(x) aus F(x) abzuleiten, oder umgekehrt F(x) zu finden, 
wenn F”(x) gegeben ist. Mit der ersten Aufgabe beschäftigt sich 
die Differentialrechnung, die zweite gehört der Integralrechnung, 
Bezeichnen wir die gegebene Function mit /(x), so würde es darauf 
ankommen, die unbekannte Function F'(x) zu ermitteln, von welcher 
S(«) der Differentialquotient ist. 

Eine directe Lösung dieses Problems lässt sich aus dem Be- 
griffe des Differentialquotienten unmittelbar herleiten, indem man 
die Gleichung 


1) =f@)+e 


benutzt, in welcher 0 eine mit Ö gleichzeitig gegen die Null conver- 
girende Grösse bezeichnet. Wir geben dieser Gleichung die Form 
F& +9) - Fo) =f@)5+E%, 

nehmen därin der Reihe nach ' 
s—=,0a+9,a+9, +... + Ih +-:- + 6-1, 
öo— Ö,, Ö,, Ö5, ..o Ö„ 

und bezeichnen die verschiedenen Werthe von @, welche jenen Sub- 

stitutionen entsprechen, mit Q1, Q2,-.- On; auch wollen wir zur Ver- 


F(2z +6) — F(«) 
ö 
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meidung jeder Doppeldeutigkeit von f(x) voraussetzen, dass f(x) reell, 
endlich und continuirlich bleibe von = abs ae =a +4, +-- 
“+. 0u-1; wir haben dann folgende Gleichungen: 
F(a +0) — F(a)=f(a) dı + o1°ı 
Fla+6 +0) — F(a+ dı)=f(a + 81) 6 + 05 % 
rt Fa+ +) era H I Fade 


Ma+dıt- HB) Ratdı+- + la +bı+- +2, te 
Durch Addition derselben ergiebt sich 
Fa+6h+%+::-+ 6%) — F(a) 
= f(a) d, + (a + 61) 8, N fat +9) +: -- 
+ fat tt + 
+ Q1dı + 0265 + 0505 +: + On On 
Wählen wir die beliebigen Grössen 6}, Ö,,... 0, so, dass ihre 
Summe b— a beträgt, so ist auch 
2) F() — Fla) — [ıdı 099% + + ba] 
= fa)d + fa +9) + fa + +) +. -- 
. + fa +8, +63 +++ + 621) On. 

Zwischen zwei gegebenen Zahlen a und b lassen sich nun belie- 
big viele Zahlen x, #2, & , - - - &,—ı einschalten und wenn die An- 
zahl der letzteren willkührlich bleibt, so kann man dieselben um be- 
liebig kleine Stufen wachsen lassen, d. h. die Unterschiede 


m —, m — Mm GB — in... in-1— in DD — Mm-ı 
so klein machen, als man will*). Auf den vorliegenden Fall für 
sv —ıa=b, m —- ı =: b— u-ı = 0 


angewendet heisst dies, man kann jede der Grössen Ö,, 62, .. . 6, 
belieb’g verringern ohne hierbei die Bedingungsgleichung 
4 +. +... -+4, =b—a 

zu stören. Hieraus folgt nach Nro. 1), dass jede der Grössen O1, 
O35 » + + @„n der Null. beliebig nahe gebracht, mithin ihr absoluter 
Werth kleiner als eine willkührliche Grösse A gemacht werden kann. 
Man hat also bei hinreichend grossen # und hinreichend kleinen Ö\, 
Ögy 22. On 


*) Geometrisch ist dies der unmittelbar einleuchtende Satz, dass 
man zwischen den Endpunkten einer geradlinigen Strecke AB beliebig 
viele Punkte M,, Ma; - -- M»-ı einschalten und diese beliebig nahe 
nebeneinander setzen kann, wenn deren Anzahl so gross, als man will, 
gewählt werden darf. 
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—A<n<+4, -A<p<th... -A<n<t+R 
folglich, weil alle ö positiv sind, 


Mt LH: -- + 6,) 
<oh +9 +06 +--- +0. < 
+ +++ [|-—— +6.) 


oder 
— 1b—a) <a h te: + tan <tIb—a).! 

Diese Gleichung zeigt, dass die Summe 9,6, + - - -+ 0,0, be- 
liebig weit verringert werden kann, wenn » in’s Unendliche wächst 
und jedes ö unendlich abnimmt, während die Bedingung 6, + + -- 
+6, =b— a ungestört bleiben muss. Unter diesen Voraus- 
setzungen ist 
3) Lind ++ +0) = 0, 
mithin nach Nro. 2) 
4) F(b) — F‘(«) 
= L,ua(fo)ih +fa +9) +fa + +) +. --- 

[nt + fa +6ı +6 +. + 8,1) 94] - 
Hiermit ist die anfangs erwähnte Aufgabe gelöst, weil es am Ende 
freisteht, x für das beliebige b zu schreiben. 
Den vorhin ausgesprochenen Bedingungen, dass bei unendlich 
wachsenden n jedes ö gegen die Null convergiren und die Summe 
aller Ö constant = b — a bleiben muss, genügt man u. A. durch 
die Annahme 

b—a 


bb... =, = N 3 


in welchem Falle einfach Ö für 6,, Ö, etc. geschrieben werden möge; 
est ist dann 





5*) | Fß) — F(a) 
= Lim{[f(a) + fa +9) + fa +29) + -+fla +n—19)]0}, 


Ze, u 
N . 





wobei f(x) continuirlich bleiben muss von 2 = abs x —=b. 

Eine compendiösere Gestalt erlangt diese Gleichung, wenn man 
beachtet, dass die rechte Seite eine Summe darstellt, deren einzelne 
Glieder von der Form f(x) 6 sind, dass man also schreiben könnte 

*) Ein Beispiel zu der obigen Formel ist folgendes. Es sei einfach 
f(x) = x, mithin F'(x) die unbekannte Function, deren Differentialquo- 
tient = & sein soll, so wird 

Schlömilch, Analysis. L piN) 
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F) — Fa) = LmZf(e), 
wobei sich das Summenzeichen auf die Addition aller der Glieder 
bezieht, welche für 

z=aa+d,a+265,...a n—106 
aus f(x) ö hervorgehen; noch kürzer ist die Bezeichnung 


F(b) — F(a) = Lim 3 I(«) d, 


wobei man nur zu merken hat, dass a der erste Werth von x, dass 
jeder folgende Werth um Ö grösser und dass endlich b— 6 der letzte 
Werth von & sein soll. Insofern hier ö die Differenz zwischen zwei 
Nachbarwerthen des x ausmacht, eignet sich das Zeichen 1x besser 
als Ö, also 


F(b) — F(a) = Lim &f(e) Iz. 


Hier kann noch die beständige Wiederholung der Sylbe Lim 
erspart werden, wenn man sich erinnert, dass bei unendlich wach- 


ba — 6 = 4x die Null zur Grenze hat 





senden n der Ausdruck 


und dass diese unendliche Abnahme des /x kürzer ‚durch das Zei- 
chen des Differentiales (dx) ausgedrückt wird; so bleibt also 


Fb) — F(a) — Zf(e) de, 


| F(b) — F(a) 
— Lim {fa +(a+9)+(a+29)+---+(a+r—19)]d} 
= Lim nad +(1+2+3..- +2} 
> = Lim fand He N aa} 
b—a 
n 


und wenn man für d seinen Werth einsetzt: 








. b—a 

F(b) — F(a) = Lim {a(b— a) + 1 — a)(b—a —)} 

= a(b—a) + 3(b—.a)? 

= ı bl — ı a9, 

Daraus folgt, indem man & für b schreibt: 
F(a2) = 32? + F(a) — 102, 
oder, wenn der von x unabhängige Theil 7’(a) — 1a? mit C bezeichnet 
wird: 
Fe) =i12R2 + C, 

wo nun C eine willkührliche Constante bedeutet. In der That wird 
F'(<) = x, wie verlangt wurde. 





Cap.X. 8.64. Bestimmte und unbestimmte Integrale. 307 


wobei es zur besseren Unterscheidung üblich geworden ist, statt des 
griechischen Buchstaben einen lateinischen zu gebrauchen; die Be- 
zeichnung ist nun 


J 
6) F)-— F(a) — f. fa) dx. 


Den Ausdruck rechter Hand nennt man das zwischen den 
Grenzen <&— a und zb genommene Integral von f(x) dx 
oder auch das bestimmte Integral von f(x)dx, genommen 
vonz—=abse=b. 

Es ist nichts weniger als überflüssig, die geometrische Bedeu- 

Fig. 40. tung dieses Ausdruckes ken- 
nen zu lernen, wenn wir auch 
jetzt nicht tiefer darauf ein- 
gehen. In Fig. 40 sei in recht- 
winkligen Coordinaten OM=x 
die Abscisse, MP = f(x) die 
Ordinate und die von einer 
.beliebigen aber festen Ordinate 
GH an gerechnete Fläche 

0 G A MM B GHPM= F(x«), dann bedeu- 

tet F{b) — Fa) eine Fläche, 

welche die Strecke b — a der 

Abscissenachse zur Basis hat; für OA = a und OB = b ist dem- 
nach 





F(b) — F(a) = Fläche ABDC. 
Man wird sich ferner durch ähnliche Betrachtungen wie in $. 1 
leicht überzeugen, dass der Differentialquotient von F'(x) gleich der 
Endordinate der Fläche F'(z) ist oder in Zeichen 


n N) ße) 


dass also hier zwischen F'(x) und f(x) dieselbe Beziehung stattfindet, 
welche wir anfangs voraussetzten. Um nun umgekehrt F(x) oder 
F(b) — Fa) durch f(x) auszudrücken, genügt die geometrische Be- 
merkung, dass man einen Näherungswerth für die Fläche ABDC 
erhält, wenn man sich dieselbe als eine Summe schmaler rechteck- 
förmiger Streifen vorstellt; für MM, = fx ist die Fläche eines 
solchen Streifens = f(x) fx, mithin näherungsweise 


F(b) — F(a) = Ef(«) Ax 
u 90* 
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und genau 


5 b 
F() — F(a) = Lim&f(e) ds — F Ya)dz, 


was mit dem Früheren übereinstimmt. 

Das hiermit angegebene Verfahren zur Ableitung von Fb) — F'(a) 
aus f(x) hat zwar den Vortheil, ganz direct zu sein und die auszufüh- 
renden Operationen (Summirung einer Reihe und nachherigen Gren- 
zenübergang) deutlich übersehen zu lassen, aber es leidet an der 
Schwierigkeit, dass die genannten Operationen nur selten ausführbar 
sind, wie man bei einigen Versuchen bald finden wird. Man ist 
daher genöthigt, einen indirecten Weg einzuschlagen, welcher darin 
besteht, dass man von einer Function F(x) den Differentialquotienten 
(x) oder das Differential f(x) dx entwickelt und durch. ein neues 
Zeichen den Rückgang von f(x) dx zu F(x) ausdrückt. Demgemäss 
versteht man unter dem Symbole 


8) f Fe) da 
jede Function, deren Differential — F(&) dx ist und nennt den in 8) 
verzeichneten Ausdruck das unbestimmte Integral von f(x) dx. 


Weiss man also im Voraus, dass ale) = — f(«) dx ist, so kann man 
umgekehrt 


9) f fi) de = Fe) 
oder auch 
10) f S(x) de = Fix) + Const. 


setzen, denn in beiden Fällen genügt die rechte Seite der ausge- 
sprochenen Bedingung; ; es ist daher jederzeit erlaubt, einem unbe- - 
stimmten Integrale eine willikührliche Constante anzuhängen. — Durch 
beiderseitige Differentiation der Gleichung 9) oder 10) ergiebt sich 


a [1 de = dF(e) = f(x) de, 


woraus zu ersehen ist, dass die beiden Zeichen d und S sich gegen- 
seitig aufheben. 

Aus dem unbestimmten Integrale lässt sich auch das bestimmte 
Integral wieder herleiten; denn setzt man nach geschehener unbe- 
stimmter Integration einmal x —=b, dann x = a, 50 folgt durch 
Subtraction 

(z=b) 


[raaz — | sdaz = FO) — Fo) = = / file) da. 


(& == a) 
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Das bestimmte Integral kann demnach als die Differenz zweier 
Specialwerthe des unbestimmten Integrales angesehen werden, wobei 
jedoch nicht zu vergessen ist, dass f(x) innerhalb der Grenzen 2—« 
und x = b keine Unterbrechung der Continuität erleiden darf. Fin- 
det eine solche statt, so verlangt der eben ausgesprochene Satz eine 
Modification, die wir später erörtern werden. 


8. 65. 


Die Fundamentalformeln. 


Der Definition des unbestimmten Integrales zufolge giebt jede 
Differentialformel Gelegenheit zur Aufstellung einer Integralformel, 
indem es hierzu nur einer veränderten Darstellung der ersteren be- 
darf. Aus der Differentialformel 


gar 
a( = ı®rde, 


B#+1 
welche für alle u, mit alleiniger Ausnahme des Falle u = — 1 
Gültigkeit besitzt, erhält man so 
zer! > 
1 Kdı = — 
) / ck da = ur1 1 + Const., u < 
Geht man von der allgemeinen Formel 
bz)u+l 
a rm a + ba)Mdr 
aus, so findet sich auf gleiche Weise 
(a +ba)ut+1 > 
nude — _ —1ı. 
[«+ta) dx er ud + Consi,# — 


Die Differentialformel 








de = 4 dx 
x 
giebt, in derselben Weise umgekehrt, bei positiven x 
d 
3) — —= 1x + Const.; 
allgemeiner ist 
de 
4) Sa: — l(a-+-bx) + Const., 


womit für den Ausnahmefall u = — 1 in den Formeln 1) und 2) 
die Entwickelung des Integrales gegeben ist. Mittelst desselben Ver- 
fahrens leitet man die folgende Integralformel ab: 
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1 
ö) Ss + bo) — (at ba) + Const, 


welche nur den speciellen Fall u = — 2 von Formel 2) darstellt; 
ferner hat man nach $. 6 


ds 1 er 
6) Sr = zB arctan — + Const., 


oder für @® = a, ß? —=b, wo nun a und b nothwendig positiv sein 


müssen: 
dx 1 aV d 
———; = zz arclan 
a-+-bz Vab Va 
Aus $. 6 ergiebt sich bei gleicher Behandlung 


dx + Pr 
» | Era sun () + Oma 


+ Const. 





oder 
de 1 “+2 „ bet=V2) 
a—b2? 9Vab Va—x r 
wobei a und b an sich positiv sein müssen. 
Nach.$. 6 ist weiter 
xdx 1 
8 —— m — 2 . 
) ir 55 (a + ba?) + Const 
und hiermit schliesst sich die Reihe derjenigen Fundamentalformeln, 
in denen algebraische, von Wurzeln freie Ausdrücke unter dem Inte- 
gralzeichen stehen. 
Aus $. 6 erhält man ferner die Integralformel' 


[TsrRs - = zUß2 + Ver + Pr=) + Const., 


oder für e? = a, Ph 


4% 2 
9) [sv ZeUeVb +Va + b22) + Const.; 


auf dieselbe Weise abe n sch 


oder 


ds . 
o [nen Tr 


Die Differentialformeln in $. 6 liefern noch die Integralformeln: 
11) [nr _ Va+ be’ tt 0 || Const., 


+ Const. 


be 
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12 , 
I Frese = Varın ms 
13) rd + Const. 


1 
Vor Ware 
Hiermit ist die Reihe derjenigen Grundformeln beendet, welche 
irrationale algebraische Ausdrücke unter dem Integralzeichen ent- 
halten. 
Aus der Gleichung d[x!x — x] = Ixdzx folgt weiter 


14) fizaz = ze(tz—1) + Const. 
Durch ee der bekannten Formel 


es \ 
— er: dx 





wird ferner - 
e®*? 
15) Sec = + Const. 


und damit sind zwei Formeln gewonnen, welche bei der Integration 
von logarithmischen und Exponentialfunctionen Anwendung finden. 


Kehrt man ferner die vier Gleichungen um: 


[ee —= sinuudu, d net 


a[-eer — tanuudu, alme*) — cotuudu, 


so ergeben sich unmittelbar die vier Integralformeln: 


= cosuudu, 


16) J oinuuau = — ur + Const. 
17) [ ewuuau = + er + Const. 
18) | | Stanuuau = — _—_ + Const. 
19) Ä [ eruuau = + a + Const. 
Die beiden letzten Gleichungen in $. 6 geben ferner 
20) em er; arctan ge a + Const. 
21) Na Fam zur (aim) + Oma 
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Wir fügen endlich noch zwei Formeln bei, die aus den Diffe- 


rentialgleichungen 
v 1—.a? | . 
| = aresin az dx, 


273 
ren] — arcanuxdz 


d E arcsinaz + 


ale arcan ax — 


entspringen, nämlich 
—. a? r?2 | 
Vı a”x 6, 


(1 -+a?x?) \ 


22) / arcsinaxdz —= xzarcsinax + 


23) / arctanaxdı —= zarcanaı — 


8. 66. 


Allgemeine Beductionsformeln. 


Sind die Differentiale, um deren Integration es sich handelt, 
nicht so einfach wie in den oben entwickelten Grundformeln, so muss 
man den gegebenen Ausdruck in Theile zu zerlegen suchen, welche, 
einzeln genommen, integrirt werden können, und nachher das Inte- 
gral der complicirteren Grösse aus den Integralen ihrer Bestandtheile 
zusammensetzen. Hierzu dienen folgende Gesetze. 

L Es mögen a und b Constanten, U und Y Functionen von z, 


endlich u und ® die Differentialquotienten jener Functionen bezeich- 


nen; eg ist dann 
d(aU+bV) = (au + bv)dz, 
mithin umgekehrt 
1) [au + 00)dr = av + 2 
Zufolge der Bedeutung von % und v gelten ferner die Gleichungen 


dU = ud, dV =vde, 
aus denen folgt 


U= | ude, V= | vds; 


nach Substitution dieser Werthe geht die Gleichung 1) in die fol- 
gende über | 


2) [au +0082 = a [as +b | vde, 
welche die Regel zur Integration der Aggregate enthält. 


x 
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Hiernach ist z. B. 


Varrste= | re Tele - me 


_ıfı Bf ı 1 ß 1a+ Ba) 
= | Han | gar = 0 ER 





oe \e-+ßx 
Da die Differentielformel, von welcher wir anfangs ausgingen, 


auch für Aggregate von jeder endlichen Gliederzahl gilt, so lässt sich 
die Formel 2) gleichfalls auf jede endliche Reihe ausdehnen; z. B. 


1— ı" 
JE de 
— [ütatata4 0.4 ant)de 
— [an + [zde + ads ++ | ar !de 
x x? x3 a” 
= + +7 ++ + Const. 


1I. Unter Beibehaltung der vorigen Zeichen erhält man aus 
der Differentialformel 
d(UV) = Uvdz + Vude 
die folgende Integralformel, wobei von der Regel für die Integration 
der Summen Gebrauch gemacht worden ist, 


IKıZE + /[ Vudz = UV 
[was = 07 — / Yudz 


Zufolge des Werthes 
v= [vde 


oder 


ist die vorige Gleichung identisch mit 


[var — u /vdz [free 


wofür man einfacher zu schreiben pflegt 


[war = 0 vd — [ waz [ o4z, 


oder auch, weil vdxz == dU war, 
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3) [pras = u [var — [au [ var. 


Diese Formel der sogenannten partiellen Integration 
empfiehlt sich in allen den Fällen, wo das Integral von vd leicht 
gefunden werden kann und gleichzeitig dU ein nicht zu complicirter 
Ausdruck ist. 


So hat man z.B. für U= 11 +r),,v=z, 


fa +22 = u +2) [zan— [ 23] va 


x?dz 
= I +22) 122 - (a ; 


und wenn man beachtet, dass weiter 


JE = JkE - 7) da —= 472 — 311429), 


so ergiebt sich schliesslich 
[aa +2)de = 141 +22) 11 +22) — 32? + Const. 


II. Befindet sich unter dem Integralzeichen eine zusammen- 
gesetzte Function, handelt es sich also um ein Integral von der Form 


f fly] dz, 


so leistet die Substitution einer neuen Variabelen häufig gute Dienste; 
man kann nämlich 9(z) = y setzen und nunmehr y als neue un- 
abhängige Variabele ansehen. Zunächst hat man die Gleichung 
p(x) = y auf x zu reduciren, wodurch man zu einem Resultate von 
der Form x = Y(y) kommt, man drückt nachher dx durch dy aus, 
indem man durch Differentiation der vorigen Gleichung de=Y'(y)dy 
erhält, und gelangt so zu der Gleichung 


[rto@}dz = Srovo ar 


Lässt sich die Integration rechter Hand ausführen, wobei unter 
Anderm die partielle Integration von Nutzen sein kann, so entsteht 
zunächst ein Resultat von der Form 


[ro voay = Fo) + Cmst 
und durch Wiedereinsetzung des Werthes von y 


F Sly@)] de = Flp(e)] + Oonst, 


womit die verlangte Integration ausgeführt ist. 
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So z. B. wird man in dem Integrale 


1 | 
[== Kur dx 


e* = y setzen, woraus 2 —= !y, de = “ folgt; das Integral ver- 


wandelt sich jetzt ın das folgende 
[-= a_ [U 
y+ -- y Jygp+1' 
dessen Werth arctan y -+ Const. ist; man hat daher 


dx 

— oo z , 

== — arctum(e*) + Const 
Hinsichtlich der vorhin erwähnten Auflösung der Gleichung 
p(x) = y müssen wir noch bemerken, dass dieselbe möglicherweise 

ı—_ 
mehrere verschiedene Werthe für x geben kann (aus ad 57 1 =y 
z. B. folgt ebensowohll 2 =y + Vf? las = y— Vy’ +1) 
und es wäre daher die Frage, welcher von diesen Werthen zu neh- 
men se. Man sieht aber leicht, dass man jeden beliebigen dieser 
Werthe wählen kann, weil am Ende y wieder rückwärts durch & 
ausgedrückt wird und man also jedenfalls zu demselben 9(x) zurück- 
kommt, von welchem man ausgegangen war. 





8. 67. 
Integration durch unendliche Reihen. 


Wenn die vorigen Mittel nicht ausreichen, um die Integration 
einer gegebenen Function zu bewerkstelligen, so versucht man, das 
Integral ın eine unendliche Reihe zu verwandeln; dies geschieht 
meistens auf folgende Weise. 

Das Integral sei von der Form 


TRSLICL. 


und /(x) eine Function, die sich wenigstens für alle zwischen x = 
und & = u liegenden x, in eine unendliche Reihe verwandeln lässt, 
etwa 


1) S)=-Kht+ı ru + % +... ; 
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es ıst dann 
» Srop@a= [Kt K+3+:: pda 
Hier fragt sich vor Allem, ob der in 8. 66, L für endliche Res- 


hen bewiesene Satz auch bei unendlichen Reihen anwendbar bleibt; 
wäre dies der Fall, so würde 


3) [ra ow@az 
= [Zvman + [Ip@az + [par +:.-- 


sein, und wenn die Integrale rechter Hand entwickelt werden können, 
so wäre das gesuchte Integral durch eine unendliche Reihe ausge- 
drückt. 

Die Vorfrage, wovon die Anwendbarkeit dieser Integrations- 
methode abhängt, lässt sich hier im Allgemeinen noch nicht ent- 
scheiden, doch können wir vorläufig den gewöhnlichen Fall, wo die 
Reihe nach Potenzen von x fortschreitet, vollständig erörtern. 


IL Die Reihe für f(x) habe die Form 





4) SO)=-n tar ta”? +m2+ oo... 
und es sei bei unendlich wachsenden 
Lim On == A, 
On+1 


woraus folgt, dass die obige Reihe für — A <2< + A conver- 
girt; endlich sei zur Abkürzung 


5) Ulz, n) = [arpc) de, 


wobei dem Integrale keine willkührliche Constante angehangen wer- 
den möge. Wenn nun die Reihe »Y(x, 0) + a, Y(z, 1) + etc. 
innerhalb jener Grenzen convergirt, so ist ihre Summe eine bestimmte 
Function von x etwa | 
6) F(x) — % %(x,.0) + a%(z, 1) + aY(z, 2) + [oo 
und von dieser wollen wir den Differentialquotienten aufsuchen. 
Lassen wir x um h wachsen, wobei aber h so klein zu wählen ist, 
dass auch & + %k zwischen — 4 und + 4 fällt, so haben wir zu- 
nächst 

F(x-+h) — F(e) 

h 

-VEth) -0@0) , „VerhD-YaD,... 
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Rechter Hand benutzen wir das bekannte Theorem 
FerNZIQ_ ya sn, 0<P<1, 


welches voraussetzt, dass Y(x) und %’(x) von <= — 1 bis <— +4 
stetig und endlich bleiben; ferner substituiren wir gemäss Nro. 5) 
x" p(x) statt W(x, n) und erhalten 


n) Fic+ D) — F(a) 


= Pla+Boh)+ ala +9ıh)plc+ Ph) + ac + Beh)? plet+9eh)t+- 
wo 99, 9, 9 etc. positive echte Brüche bedeuten. 

Um vorerst den einfachsten Fall zu erörtern, wollen wir x und 
alle Coefficienten ay, Qı, Qg etc. als positiv voraussetzen. Nun lässt 
sich A so klein wählen, dass «die Function @(z) von 2=x% bis 
#=%x-+ h entweder nur wächst oder nur abnimmt; im ersten Falle 
ist jede der Grössen (x -H Bu h), P(x +9, h) etc. grösser als 9(x) 
und kleiner als @(x,-+ kh), während im zweiten Falle die Sache um- 
gekehrt wird. Ferner liegt (x + ®,h)" immer zwischen x" und 
(+ h)"; bei positiven »k und wachsenden @(x) ist demnach die 
Summe der Reihe in Nro. 7) grösser as 

HPA) + ap) + apa) + =/a) Pa) 
und kleiner als 
mPa+h + a@+hNy@+h) +. =fa+hp@+M) 
also 


Se) yl@) < <f@+h)y@-+h); 


bei abnehmenden (x) tritt das Zeichen < an die Stelle von < 
unter gleichzeitiger Vertauschung von f(x) und f(x + h). Aehnlich 
verhält sich die Sache bei negativen k, aber in jedem Falle erhält 
man beim Uebergange zur Grenze für verschwindende A 


F()=fa)yl@), 


F(z+h) — F(e) 
h 


mithin umgekehrt 
Fa) = [Ia) pla)dn + Comst - 
d.ı. 
Fo) = [(mt+m2+m22 +: -)p@)de + Oonst 


_ Vergleicht man dies mit der ursprünglichen Bedeutung von 
F‘(x) in Nro. 6) und substituirt die Werthe von Y%(z, 0), Ya, 1) 
etc., so hat man folgende Gleichung 


9: [wtastma +: pda + Com 
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= m [p@)ar+ m [zm@dstm [rWar+ 1; 


diese lehrt, dass hier die Integration auf gewöhnliche Weise ausge- 
führt werden darf. Auch bleiben die vorigen Schlüsse an der Grenze 
der Convergenz, d. h. für 2 = -+ 4, richtig, wofern die beiden Rei- 
hen noch convergiren, nur muss man in diesem Falle h negativ neh- 
men, um das Intervall der Convergenz nicht zu überschreiten. 
Wenn die Reihe 
)=atmr ta + tr 
positive und negative Glieder enthält, so kann man doch x immer 
als positiv ansehen, indem man die verschiedenen Vorzeichen auf 
Rechnung der Coefficienten schreibt; ferner lassen sich alle positiven 
sowie alle negativen Glieder zusammenfassen und es erscheint dann 
f(x) als Differenz zweier Reihen, deren jede für sich nur positive 
Glieder enthält. Der anfänglichen Voraussetzung zufolge convergiren 
diese Reihen und daher sind ihre Summen bestimmte endliche Func- 
tionen, etwa fı(x) und fs (x), also 
I) = fa) — A@). 
Hieraus folgt 


[r@s@as = [Ho p@as — [Ieo@az; 


auf die einzelnen Integrale rechter Hand ist der vorige Satz anwend- 
bar und man gelangt damit zu.dem Resultate, dass die Gleichung 8) 
auch in dem Falle gilt, wo die Reihe positive und negative Glieder 
besitzt. Bei Integrationen von der genannten Form sind demnach 
nur zwei Bedingungen einzuhalten, nämlich die Convergenz der vor- 
kommenden Reihen und andererseits die Endlichkeit und Stetigkeit 


von Y(x) und / ar p(z)da. 


Hiernach ist z. B. bei echt gebrochenen x 


0 = [ü-s+2-04 .)ze-1de 
g& ga+l g0+2 ga+3 er. Oonst. 


a a+l + a+2 0a+3 
Beträgt dagegen der absolute Werth von x mehr als die Ein- 
heit, so darf diese Entwickelung nicht angewendet werden, vielmehr 


wird man 
01 a2 
EZ de = x —ldi 
l+z + 1. 
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und — =yoder = — setzen, wo nun % ein echter Bruch ist. 


Das ee wird jetzt 
= y=— [ü-rtr-y4 )ymray 





y F y“ 
pasen yı= yet _ y’° oo... onst 
=-12, 73 ar + Const. 

oder durch Restitution des Werther von y 
fe 
1+x 
pa—1 20—2 208 204 

Ta tans aut + Con 
so dass nun der Werth des Integrales für alle Fälle entwickelt ist. 

II. Ein anderes Verfahren um über die Gültigkeit der allge- 
meinen Gleichung 3) zu entscheiden, besteht darin, dass man die 
Reihe 1) vorerst als endliche nimmt und ihre Ergänzung hinzufügt, 
nämlich 
9) S)=-KhtXktr%t + %-ır 
Dies giebt 


10) [re p(x) de — [Rı9@ dx 


= (var + [paar +... + / Xu-ıpl)dz 


und wenn nun beide Reihen in’g Unendliche fortgesetzt werden sol- 
len, so muss erstens Lim R„ = 0, d. h. die Reihe in Nro, 9) conver- 
gent sein und ausserdem 


Lim [R. p(z)dz = 0 


werden, was aus Lim R„ = 0 nicht geschlossen werden kann und 
daher einer, besonderen Untersuchung bedarf. Hierzu gehören aber 
einige Sätze von den bestimmten Integralen, welche erst später ent- 
wickelt werden. 

Aus der Bemerkung, dass viele Functionen in unendliche Rei- 
hen verwandelbar sind, geht unmittelbar hervor, dass die Methode 
der Integration durch unendliche Reihen einen hohen Grad allge- 
meiner Anwendbarkeit besitzt; es sollen daher in den nächsten 
Capiteln auch nur diejenigen Differentialformeln betrachtet werden, 
deren Integration ohne jenes Hülfsmittel, d.h. in geschlossener Form, 
möglich ist. 











Cap. XI. 


Integration rationaler algebraischer Functionen. 


8. 68. 
Fixirung der Aufgabe; einfachste Fälle derselben. 


Das allgemeine Problem, womit wir uns im vorliegenden Capitel 
beschäftigen, ist die Entwickelung des Integrales 
= [tete th. + Aa”. 
a+bz +cz? +:.-+ kar 9 
wobei m und n ganze positive Zahlen bedeuten. Die unter dem Inte- 
gralzeichen stehende gebrochene rationale algebraische Function 
kann echt oder unecht gebrochen sein; im letzteren Falle lässt sich 
dieselbe durch Division in eine ganze Function und m einen echt 
gebrochenen Rest zerlegen, was durch die Gleichung 
e+ße ty +. + Aar 
a+bx +c2? +: + kar 
= +hetnat+:. + mann 
A-+ Bx-+ (02? -+::- -+ Ma*-! 
+ a+bz +cx? +:--+kar . 


ausgedrückt werden möge. Bezeichnet man den echt gebrochenen 


*) ‚so ist 





s=/|a t+Aetna + 4m + A] 
und dureh Integration der einzelnen Theile 


m—n+1 
tt rer Fan 





- 
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Diese Gleichung giebt zu erkennen, dass die Integration einer 
unecht gebrochenen Function auf die Integration einer echt gebro- 
chenen zurückgeführt werden kann; wir haben uns daher nur mit 
letzterer zu beschäftigen. 

Ist der Nenner vom ersten Grade, so wird das lotate Integral 


zu folgendem 
IE: Fizir = fs 


dessen Werth sich unmittelbar aus der Grundformel 4) in $. 65 er- 
giebt. 
Ist der Nenner vom zweiten Grade, so hat man es mit dem 


Integrale 
A+Br 
J: +b:+ Pr 


zu thun; dieses zerfällt in zwei Integrale, nämlich 
A 





1 % 
abe tom“ + leer Tome 
deren Entwickelung auf folgende Weise geschieht, 
I. Es ist identisch 


f dı = /  ed« 
a+bz-+ca J ac+bex + c?a?2 


cd 
- [ame + (ce + is 
und wenn man eine neue Variabele y mittelst der Substitution 
cc +ib=y, cde=dy 
einführt, so wird aus der vorigen Gleichung 


3) f dx _ dy , 
a+bz-+c2? ,J/ (ac—!b2) + y? 

Hier sind dieFälle zu unterscheiden, ob ac — 1? positiv, Null 
oder negativ ist; denn der Werth des Integrales erhält nach den 
Grundformeln 6) und 7) verschiedene Gestalten, je nachdem im Nen- 
ner die Summe oder die Differenz zweier Quadrate vorkommt. 

Im ersten Falle 

ac—452>0 oder 4ac— >00 
ist V ac — 1b? eine reelle Grösse, die wir mit @ bezeichnen wollen; 
die Gleichung 8) giebt dann unter Anwendung der Fundamental- 
formel 6). 


de _ dy 1 Y 
Ira JS F- z arctan z + Const. 


Schlömilch, Aualysis. I. " 21 


322 Cap. Xl. 8. 68. Fixirung der Aufgabe; 
Nach Restitution der Werthe von y und « hat man 


’ dx 2 b+2cx 
4 / —————— 1 — grelan —— Const. 
a+bz+cH Va4ac— dv V4ac— bi r 
4ac —b? >00. 


Im zweiten Falle (ac —!b?=0) wird die Gleichung 3) zur fol- 
genden 


dx dy 1. 
_—_— ——— lo — t. 
a+br-+ cr? y? y + Cons 
d. i. vermöge des Werthes von y 
dz 2 
5 ——— 0 Const. 
) as DL 2ca ' ons 
4dac— VO. 


Im dritten Falle (ace—!1b?<<0) ist 1b? — ac positiv, mithin 
V lb? —uc eine reelle Grösse, die & heissen möge; die Gleichung 3) 
lautet jetzt 
f[ dx _ dy _ / (— 1)ay 
a+bz+c? J—-aty? ar — y? 
1 +Y% 
2@ (+2 — + Oonst., 
und daraus ergiebt sich nach Substitution der Werthe von y und « 
6) dz 1 q Vu— vW—4acHb+2cz 1 Cons 
atbe ten Vo —4se \Vw—Aac—b— 20% 
4ac — b? <0. 
Eine etwas andere Form erhält dieses Integral, wenn man von 
der identischen Gleichung 


(2) — (2) uK—1 
7 + (—1) 
Gebrauch macht und die constante Grösse /(—1) in die willkührliche 
Integrationsconstante einrechnet; es ist dann 

dx 1 TE rar Vb®—4ac 


I ——————— 
b+2cx— Vbr—4ac 





a+bx-+ex! Vb®_— 4ac + Oonst 
und man wird nun die Formel 6) oder die Formel 7) benutzen, je 
nachdem im speciellen Falle V b?— 4ac mehr oder weniger als b-+2cx 
beträgt. . 
I. Um das zweite der in Nro. 2) verzeichneten Integrale zu 
entwickeln, gehen wir von der Differentialformel aus 


dl(a +br-+c22) = amd | 
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Die Umkehrung derselben giebt 
bL+2cz \ 3 
ar = la +bz-+ cz?) 
oder durch Integration der einzelnen Theile 
dx dx 0 
Year +20 | Be pa = a +02 +0) 
und wenn man das zweite Integral als Unbekannte ansieht, so er- 
hält man 


xdx dz 
8) atbzs tea 34 Ua +b2 400) — la 


Das gesuchte Intogra ist hiermit auf ein schon bekanntes Inte- 
gral zurückgeführt. 


Ill. Setzt man in der Gleichung 


S A+Bx dr — dx LB 2dz 
a--br + ca? atbx + ca?. a+tbr-+cr: 


statt des zweiten Integrales rechter Hand seinen Werth aus Nro. 8), 
so erhält man 


A+Br 
9 En ne 
J a+tbr-+ cr? de 
2 ae — Bb dz 
_ 2 wur I __ 
Sa + be +22) + air lom 
und damit ledig sich die Integration der echt gebrochenen alge- 
braischen Functionen mit quadratischem Nenner. 


8. 69. 


Folgerungen aus dem Vorigen. 


Bevor wir die Integration solcher echt gebrochenen Functionen 
vornehmen, deren Nenner den zweiten Grad übersteigen, wollen wir 
erst nachweisen, dass Integrale von der Form 

mr dx 
(a +br + caY)*t! 
auf die obigen Integrale zurückgeführt werden können, wenn m und 
n ganze positive Zahlen sind. 
Bezeichnen wir das Trinom a + bxz + cx? kurz mit T, so ist 


durch gewöhnliche Differentiation 
21* 
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alter) — — nt +90 4 


ml 





7; 
unter Anwendung der identischen Gleichung 

(b+2cz)? = 4cT — (4dac— 2) 
und durch Vereinigung der gleichartigen Grössen wird hieraus 


b-+ 2cz dz dz 
are Tr = (dac—b2) n nr — 2c(2n — 1) m 
Die Integration giebt 
b+2cx 





ds dx 
Te = (dac—bN)n rFrI -2:2n-)/E ’ 


reducirt man auf das erste Integral rechter Hand und setzt zur Ab- 
kürzung 


1) 4a.c— DM —ÄA, 

so gelangt man zu folgender Beziehung 

9) ae, Pal. 
Tr+! nıT" nA T” 


Diese Reductionsformel liefert der Reihe nach die Werthe von 
dx dx dx 
w/m )/T 
indem man successive n — 1, 2, 3, .. . nimmt und jeden gewonne- 
nen Werth in die nächste Gleichung einsetzt. Man hat demnach 


dx b ae 2 em, 2c [ ds 
fürn = 1, T3 = e/&. 
wo das Integral rechter Hand aus den Entwickelungen des vorigen 
Paragraphen bekannt ist; ferner 
de _b+2c2 | 30 (de 
TS 2ıT° A T? 
_b-+2cz + 3c(b + 2ca) +5 /& 
2\T? ORT 
U. 8. w. 
Ueberhaupt können nach diesem Verfahren alle Integrale von 
der Form 


für n = 2, 


dx 
Tr+1 
auf das in $. 68, I. betrachtete Integral zurückgeführt, mithin auch 
vollständig entwickelt werden. 
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. Weiter ist nun, wie man durch Diferentiation findet, 
m— m—1 
a )= m) ei, _y® ern, z, 


oder, wenn man rechter Hand Alles auf gleichen Nenner bringt und 
das Gleichartige vereinigt, 











em—1 —? ds —1dx 
d —)=( Yan — nm + 102 de er 
am dz 
_ (in —m-+ Ver 
Umgekehrt ist die entsprechende Integralgleichung 
am—1 am—2dz gm—-1Ide 
ar da 
— (2r —m+1)c Tarı' 
oder 
3) zmrdx _ 1 gn-—1 
T+tı (Or —m+]1)e T 
nr —m+12b [a""!Idz (m — 1)a gm=?dg. 


 @n—m+1)c T+1 Ton-mtDe Tr+1 
Geht man von dem Werthe » = 1 aus und sieht das Integral 
von dx: T"+!.als bekannt an, so kann man der Reihe nach die 


Integrale 


/ dx x?dz / 23 dx 
entwickeln, nämlich | 
m—1 za _ | _ _b (de 
’ Tr +1 2ncTT 2cJ Trtı’ 
m—3 de x _(n—1)b [ zds 
’ Tr +1 Or —1)eT (2n—1)eJ Trt 
n a dx 
r wo) een ’ 
wo rechter Hand noch der Werth des ersten Integrales aus der vori- 
gen Gleichung zu nehmen ist u. 8. w. — Durch successive Anwen- 


dung der Formeln 2) und 3) kann nun auch der Werth jedes Inte- 
grales von der Form 

A+ Bz + Cx?+--- + Ha* 
vollständig ermittelt werden. 


dz 
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Es ist nicht überflüssig, zu bemerken, dass die Gleichung 3) für 
negative m gleichfalls gelten muss, weil sie die Umkehrung einer 
für alle möglichen m und rn richtig bleibenden Differentialformel dar- 
stell. Lassen wır nun — m + 2 an die Stelle von m treten, so 
nimmt die Gleichung 3) folgende Form an: - 


f dx _ 1 1 
gm-27fr+l (nn +m— 1)ea"-ITr.. 


_ tm—d f dx _ (m — 1)a / da 
(nm —1)ceJ ar -!Trt! (On +tm—1cJ ar" Trt! 
und wenn man das letzte Integral rechterseits als Unbekannte be- 
trachtet, so hat man 
de _ ____ A 
sm TT+tl (m— 1)a art 


_etm—ne f da en tm— de f dx 


(m — 1)a zamiprtl  (m—1)a J arm 


Für m = 1 ist diese Formel nicht brauchbar; man kann in 


4) 


diesem Falle die Substitution x — — anwenden und erhält dadurch 


direct 


/ dx _ grrtildg 
zarbeteaprı =) Cheap 


wo man rechter Hand die Integration mittelst der Formeln 2) und 


3) auszuführen und nachher rückwärts s — — zu setzen hat. 


Nimmt man hierauf in Nro. 4) m = 2, 3,..., so kann man die 


Integrale | 
/ dx / dx 


der Reihe nach entwickeln und überhaupt den Werth jedes unter 
der Form 


Ja+z+z tar | Grepan 


stehenden Integrales ermitteln. 
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8. 70. 


: Die Integration echt gebrochener Functionen. 


Wenn es sich um die Ausführung der Integration 
M,x” + M2" +. + Mm—1% + Mm 
No2" + Marl +. + M-ı% + M 
handelt, worin m und » > m ganze positive Zahlen bedeuten, so ist 
es von Vortheil, zunächst x” von seinem Coefficienten zu befreien, 
was einfach dadurch geschieht, dass man Zähler und Nenner mit N, 
dividirt; der neue Nenner heisse dann F(x), der Zähler f(x). Wir 
unterscheiden hier wieder dieselben Fälle wie in $. 62. 
I. Ist der Nenner von der Form 
Fe) = « —- a) —b)(e—c)....(@—k), 
wobei a, b, c,... k’als verschieden von einander vorausgesetzt wer- 
den, so hat man 


dz 


F@) 
F Fa) ds 
C K 
= / (+ ++ ae tr +7 an. 
Bei reellen a,b, c,...% lässt sich die Integration sofort aus- 
führen und giebt 
fa) ; 


Fa)” 
—=Ale—a) + Bl@e —b)+ Ole —c) ++ Kl —k) + Const. 
Hiernach ist z. B. 
x? + 22? — 5 — 6 


= +1) — le —2) + 4a +3) + COonst. 
Sind einige der Grössen a, b,c,...%k von complexer Form, 
etwa a=p»p +iq,b =» — ig, so giebt die Formel 8) in $. 62 

















fe) ; 
Fa) ® 
pP 


das noch übrige Integral rechter Hand gehört unter diejenigen, wo- 
mit wir uns in $. 68, III. beschäftigt haben, und kann daher ent- 
wickelt werden. So ist zB. 
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' 72— 3 2+z f 1 
Ir a a er ”»—)/1 150% 
—= 315 — 4:42) + dardan(c— 2) — U1l+x) + Const. 


II. Es sei ferner F’(x) von der Form 
Fx) = (re — a (e le —cV.... (ea — k)%, 





mithin | 
F(&) _ A 4ı Ar -ı 
Fa) (c— a) + (2 — a)! root ”—4 

B Bı | B;-ı 

I 

K 5, Kx-ı 





rate te ta 


Unter der Voraussetzung, dass a,b, c,...% reell sind, hat 
man sogleich | 





[Da 
F(x) 
4 4A Ana 
= a a rt Aa lea) 
BB - B BA u Bin ı B \(x—b) 
(B-1) (x—b) 1 ($—2) (<—b)P? z—D P-1 
K Kı B- 
= Er a + Ba-ı ah) 
So ıst z. B. 


/ dx 
x%(2 — 1)?(e +1) 
1 1 2 1 7 1 
-/\s rarzt and  4a—1) era ln 
1 1 1 

Wenn endlich unter den Grössen a, b, c,... k complexe Zah- 

len vorkommen, so entstehen Partialbrüche von der Form 
BET EEE 
[e—p?+ «’Y 

wo 8 eine ganze positive Zahl ist; auch diese sind nach $. 69 immer 
integrabel. So hat man z. B. 
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| cs+H1 
(@®+ De nn 
1 x+ı 1 — Jar 
JH Fr - ts dx 
—y re Ua? 41) — Zardtene + ZU@— 1) + Comst 


Ein paar Ihgaaineen Beispiele für diese Integrationsmethoden 
sind folgende. 


II. Nach $. 62 (8. 295) gilt unter Voraussetzung eines gers- 
den n die Zerlegung 











a 1 1 (-ı)r 1 
1) Pi as_ı Fr n s+l 
+292% — rn) coshmd — sinhd sinhm® 
— 2rcosh® + 1 ’ 


h= 2, 4,6, .o. .n—2; 
dagegen ist für ungerade »: 








gm! 1 1 
2. e—l ns—l 
4 Ay je eertng  n 


2 — 2xcosh9 +1 ’ 


multiplicirt man diese Gleichungen mit dx und integrirt nach der 
leicht zu prüfenden Formel 


(x — cosh®) coshmd — sinh® sinhm® 


x —2x2coshd +1 da 


x — cosh® 
— ‚1m — si , BT 
coshmd 31x? — 22c0sh® + 1) — sinhm® .arctan ind’ 

so gelangt man zu folgenden Resultaten: 





a. für gerade n und 9 —= =: 
wm 1 1 
3) SE ar = ie + I” x +1) 


+ 2 Sl|eosnms . Ka? — 2xcosh® + 3] 


2 en 
— 2 I[sinhm®..ardan end + C 
h—=2,46...2—3; 
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b. für ungerade n: 


m—1i 


T 


+ 2 S]eosams .u@ — 2x2coshV + ») 





_2 5] simm® .arctan er +GC, 
n h% 
h=2,4,6,...n—l. 
IV. Nach $. 62 (S. 296) ist für gerade x: 
5) am! _ 2S- (x — cosh®) coshmd + sinh® sinhm?Y 
z"+1 N 22 —2zcooh® +1 ° ’ 
h=1,3,5,....n—J], 
dagegen für ungerade n: 
6) amn—1 _ (— 1)r1 1 
x"+1 n s+1 
2 (x — cosh®) coshmd + sinh® sinhm 
x — 2xcosh9 +1 ’ 


h=1,3,5,...02—2;. 
multiplicirt man diese Gleichungen mit dx und integrirt wie vorhin, 
so erhält man 


a. für gerade » und 9 — 


” 
n 
7) JEae=- — 2, coshmd .U(x? — 2xc0sh® +1) 
2 | 
r 


[4 


[sinnm®. arctan +C, 


h=1,3,5,...n—]1; 
b. für ungerade n: 


» (Fe - N Tie+n 





—_ 1A ayrmo — 2rcosh® + 1] 


2 Zee] 
+ 2 I] siohm®.aretan? +6, 
h=1,3,5,...n—2. 


V. Auf die soeben entwickelten Integrale lässt sich das etwas 
allgemeinere Integral 
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NE gm-1 
az” + »° 
leicht zurückführen. Unter der Voraussetzung, dass a und b an sich 


positiv sind, substituirt man nämlich 
1 


ae 7 
et Se 


wo nun die rechte Seite wie vorhin entwickelbar ist. 


Endlich können wir noch bemerken, dass auch jede Integration 
von der Form 


und erhält 


agr tb 
völlig ausgeführt werden kann, indem man auf die einzelnen Bestand- 
theile derselben die eben erwähnte Substitution anwendet. 





fatrette tr: + Ket,, 


Cap. X. 


Integration irrationaler Functionen. 


$. 71. 
Einfachste Fälle. 


Unter den Fundamentalformeln des $. 65 befinden sich- nur 
wenige, die zur Integration irrationaler Functionen dienen können; 
bei genauerer Ansicht bemerkt man noch, dass darın nur Quadrat- 
wurzeln aus ganzen Functionen ersten oder zweiten Grades vorkom- 
men. Wir beschäftigen uns daher zunächst mit Verallgemeinerun- 


gen jener Integrale. 
I. Das einfachste von den Integralen irrationaler Functionen ist 


| da __2Va+be +bx 
+ Const.; 
Va+ be a-+ be Zr ze 


ein allgemeineres 'erhält man aus der Formel 
(a +ba)u+ı 
a + ba)kdze = — ——— + Const. 
für u = k — }, wo k eine positive oder negative ganze Zahl bedeu- 
ten möge; es wird nämlich 


(a+ba}? , 2(a+ba)t Va-tbz 





1) = 2(a tb») varbs Const. 
Varbs Grm + 
Man hat ferner durch theilweise Integration 
s"(a+be) ,, (a+bx)* f vn + ba)* ., 
——de—m | amlde 
Vatbz a+bx Va 7 Va a+ 


= ne eo GETS ji am—l(g+bx)* V atbe de 
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oder, wenn in dem Integrale rechter Hand 
V a + bz = _arbe_ 
Va +bx 


gesetzt, jeder einzelne Theil integrirt und die Gleichung mit (2% + 1)b 
multiplicirt wird, . 











(2% + 1)b ee 
— 2x7”(a r bz)* Va+bz — 2ma er 
_ gmb 7 (a + ba)? 
am Va+ +bx de 


Schafft man das letzte Integral rechter Hand auf die linke Seite, 
so erhält man 
m k 
0) "(a +ba)t ba)* 


Vatbe +-bz 


__2x2”(a +bx)t Va-+bz 2ma zml(a + z(a +ba)f 5 


TE, a 


(@m-+ 2% + 1)b Omtantı) Volt 


Fürm = 1, 2, 3 etc. ergeben sich hieraus der Reihe nach die Inte- 
grale 





k 2 k 
(tb ;,, za +bo) ,, u. 8. W, 
Va +bx Va +bx | 
daher lässt sich auch das Integral 
k 
Yla)(a+ba)* „, 


Vatbz 
jederzeit entwickeln, wenn f(x) eine ganze rationale algebraische 


Function von x, und %k eine positive ‚oder negative ganze Zahl be- 
deutet. 


I. Um ferner den Werth des Integrales 


dx 
IE a+bx-+cx? 


zu bestimmen, gehen wir einen ähnlichen Weg wie ın $. 68, I., doch 
müssen wir dabei die Fälle eines positiven und eines negativen c 
unterscheiden. 

Der absolute Werth von c heisse y, so ist im ersten Falle c — 
+ 7 und 
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=/r ee _ 
V(ar—ib2) + Gb + Yy2)2- 
Zur Abkürzung sei ay — 4b? — % und gleichzeitig werde eine 


neue Variabele y mittelst der Gleichung 


—1ı 
ib -ye=y, I, da = —dy 


eingeführt; es ist dann 


_ dk 1 [ 9 _|1 u VEILMLC 
Vers Vr Vkty Vy vr +94 


=77 IEd+ye+Vya@tie tr] + C. 
Den in der Parenthese stehenden Ausdruck bringen wir auf den 
gemeinschaftlichen Nenner 2 und setzen 


1 
— ——12 + 0 = Const.; 
Vr 
‘vermöge der Bedeutung von 7 haben wir dann folgende Integral- 
formel 


dx 1 —————— 
————— m 20x 2VcVa bz-+-c2?)+ Const. 
Verksrm Ve (d+2c07+ +br-+cr) + 

ce_>d. 
Im zweiten Falle ce = — y rechnen wir ähnlich: 


rear = (ann Vyas . 
er ee 


WIn ei 


und setzen 1b? +ay — a, 
1 
ys—ıb=y, „IR, de = Ay; 
dies Bei unter Aaron einer bekannten Fundamentalformel 
day FE En 
[U _—___ arcsm + Const. 
Ir: rer —Vr Very Vyr a 
Nach Substitution der Werthe von y= — c, «@ und y folgt 

nun 
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da arcsin —b— 2ew + Const 
Vaetbe tem 7 Vb?— 4ac 
e <-0. 


Der dritte Fall c = 0 bedarf keiner Erörterun g. weil er auf 
das zu Anfang von Nro. I. betrachtete Integral zurückführen würde. 

IIl Die soeben gewonnenen Resultate können wiederum als 
Ausgangspunkte für fernere Entwickelungen dienen, wenn man die 
in $. 69 unter 2), 3) und 4) entwickelten Reductionsformeln damit 
in Verbindung bringt und berücksichtigt, dass die citirten Formeln 
die Umkehrungen zweier Differentialgleichungen sind, die für belie- 
bige m und n gelten. Setzen wir nämlich in der Formel 

de _ b+2cx (2% — 1)2c 
J  nAT® + nA T 
[T=a+tbz+ca, A=4ac — d?) 


der Reihe nach n = 5, 8, 5 etc., so gelangen wir zu folgenden Glei- 


chungen: 
f dt —_g9dH+: b+ 2cz 
TVT ıVT 











de __ ab r2em | Be dc 
mVT *"ıarVT 34) TVT 
" u. 8 W., 


aus denen hervorgeht, dass sich jedes Integral von der Form 
dx 
| TVT' 
worin % eine positive ganze Zahl bezeichnet, vollständig entwickeln 
lässt und für k > 0 eine algebraische Function von & ist. 


Kehrt man die Gleichung 5) um, drückt also das Integral rechı- 
ter Hand durch das Integral linker Hand aus, so hat man weiter 


6) az __ __br2en 5 ef da. 
.J Tr (An —1)3.T7 " (An—1)2cJ Tr+ı’ 


fürn = — }, — 5, — 3 etc. entspringen hieraus die Gleichungen 


[azVT = re yTeL vr 
1/ _ b+202 = 


u. 8. W., 
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durch deren wiederholte Anwendung sich jedes Integral von der 


Form 
f dz TTV T 


für ein ganzes positives k entwickeln lässt. — Ueberhaupt ist nach 
diesen Betrachtungen der Werth des Integrales 


| wraz IK +bx +er’)Pdz 
als bekannt anzusehen, wenn p unter die Form + (k +9 gehört. 


Mittelst der Formeln 3) und 4) in $. 69 folgt hieraus unmittel- 


bar, dass für jedes ganze positive m auch die Integrale 


[er tra und Szrra: 


entwickelt werden können, indem man n + 1=+(k-+3) setzt 
und im Uebrigen ganz so wie dort verfährt. So erhält man z. B. 
fürn = — 4: 

ar de an—-ıy T (m—1)b far—'de 


7) ve m m J VI 


woraus die Werthe der Integrale 
[ xdı x?dz x?dz 
Vr’ VrTr' Vr' 


der Reihe nach leicht hergeleitet werden können. 





8. 72. 
Integration durch Wegschaffung des Wurzelzeichens. 


Ausdrücke besteht in der Substitution einer neuen Variabeln von der 
Art, dass die unter dem Wurzelzeichen stehende Grösse zu einer 
vollständigen Potenz wird, aus welcher die Wurzel gezogen werden 
kann; das Integral erhält dadurch von selbst eine rationale Form 
und unterliegt dann den Methoden des vorigen Capitels. Die Fälle, 
bei denen das genannte Verfahren gute Dienste leistet, sind folgende. 


L. Um ein Radical von der Form Y «-+ 8x wegzuschaffen, | 
setzt man einfach | 


Ein sehr brauchbares Verfahren zur Integration irrationaler 
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2 —_ 
1) Ve+ßx = y, mithin x —2 2 u de = Zay; 


da die Werthe von x und dx rational sind, so leistet die Substitution 
das Verlangte. 


Hiernach ist z. B. 


Swen 6 Du ere 2720 
=;8 16 +39 | 
=, |Ve# +Ba — —Ua+ Va FB2)]. 


Als zweites Beispiel diene die Entwickelung 
dx 


2 (___I9U __ os l__ HI. 
= Je, Piozucear 


Hier ist zu unterscheiden, ob aß — be und b gleiche oder entgegen- 
gesetzte Vorzeichen besitzen; in jedem Falle kann aber die Integra- 
tion leicht ausgeführt werden. 


Das erwähnte Verfahren bleibt auch dann anwendbar, wenn ein 


Radical von der Form Ve+ ßx wegzuschaffen ist; man setzt 
nämlich Ä 


n_. n—1 
Ve+tßs= y, mithin =, da = dy 
und hat eine ganz ähnliche Rechnung. | 
IL. Wenn ein Radıcal von der Form Ve: + ß?x? vorkommt, 
so ist die vorige Substitution ohne Nutzen; die Gleichung 


Vo: + B?x? — y giebt nämlich 
| Vera 5 _ 4 _ 
ß ß BVy — ar — a: ' 


woraus zu ersehen ist, dass man zwar die eine Wurzel los wird, 
statt deren aber durch x und dx zwei neue Radicale hereinbringt. 
Man setzt in diesem Falle 


Verßm— Be 


2) — Hay 





x = 


Schlömilch, Analysis. L 22 


\) 
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hieraus folgt 





3) B 2y | 
«a 14% 
da=—- 7 dy, 


und diese Ausdrücke sind sämmtlich rational. 


Mittelst des angegebenen Verfahrens erhält man z. B. 


dx er 

5 V the EEITTEmrTh 

nach Formel 7) in $. 68 ist die rechte Seite gleich 

1 (ee - tert V a?B? +b?2a? 

a nn, I —_————— — 

Voß + dar \aß— bay— Va:ß? + 2a? 

und wenn man hier den Werth von y aus Nro. 2) einsetzt, so ge- 
langt man zu der Formel 


4) f dx 
(a + 5x) Vor + 2a? 
_ ‚(a4 Be VE TRStVERTTE), | 
Verve aß-+bdBx—dV @2 + 22 — V a’ß? -+b?o? 


III. Um ein Radical von der Form V @® — 2x? wegzuschaffen 
benutzt man die Substitution 


ae — Br 
5) Ve#=, 


welche giebt 


) + Const., 








a 1—y? 20% 
= — , Voe— 222 — ‚ 
6) pP ı1+y p 1+y? 
a. II _ yay 
B Grm 


die letzten drei Ausdrücke sind rational und bringen daher keine 
neue Wurzel in das Integral. 


Nach diesem Verfahren erhält man z. B. 


f 4% 9 / dy . 
m nn m — —— fm 5 

(a + bx)V a? — B?a2 aß +ba + (aß — be)y? 
hier ist zu unterscheiden, ob aß + b«& und aß — bw gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, ob also a? ß? — b?? positiv, 
Null oder negativ ist; den genannten Fällen entsprechen die Werthe 
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2 Vaß—ba 
—_—_— Const., 
V a? B? — b?a? arevam V aß + ba y) + 
| Br 
784 be + Const., 


1 (ZeeteP B+ Vie—aß. F) + Const 
 Voar— ar: Vba-+taß — Vba— aß.y 


Nach Wiedereinsetzung des Werthes von y gelangt man zu fol- 
genden drei Integralformeln 


T) für a2ß? — 2a? >0, Cs 


> area V eZ29@— 83 | 
VeR—v  Y aBFBaar na) + Ort: 


dd 
8) für aß — ba? — 0, [ 2 


(a+bz)V a2 — 2x? 


9 a—ßBx 
= 75400 Ve + Oonstı; 
9) für a?ß? — b?u? < 0, Sr — 
(a + bx) Ve: — B322 
____1 (Y, (be+aß)(e+Bx)+V (de—aß)(a—Pr) 
Vrrar—arß2 \Y batap)(a+Pr)—V ba—ap)(e—Bz) 


Als zweites Beispiel diene folgende Entwickelung. Nach Nro. 6) 
erhält man 


/ da _ (1 + y)dy 

Its) Vı-a 1+:+1- ey]? 
2 / | 1 28 q 
1—-sJ/ 1 +e+aA— 9% Mte+l er] 9 

und wenn man auf das zweite Integral rechter Hand die Reductions- 

formel 


au _ __ I LI M_ 
(a+cy)? 2ala +cy?) " 2aJ/ a+cy? 


anwendet, so findet man für die rechte Seite der vorigen Gleichung : 


2 Ey / dy . 
1-#litera=de  JIFreta-dg 
Die noch übrige Integration ist leicht ausführbar, wobei die 


Fälle 22 < 1,82 = 1 und? > 1 zu unterscheiden sind; durch Re- 
stitution des Werthes von % erhält man schliesslich 
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2 ' dx 
10) für &? < 1, IReerger, 











_ sv 1— 22 2 (1—2)(1—x) 
= | Ifen Via "kan rate 
11) für — 1, 
_12+% l—r 
een 3 teyYlzzıo 
dz 


12) füre2 > 1, A+te)Vı a 


1 I- Vize, _ 1 1 V(1+e)(1+2)+ KN)|+e 
= ai Tre "Ya-ı \y (1+9)(1+2)—V (e—1)(1—x) 

IV. Durch ähnliche Substitutionen, wie sie in den beiden vori- 
gen- Abschnitten benutzt wurden, lässt sich auch eine Wurzel von 


der Form YV& + ßx + yz? wegschaffen, wobei 9 an und für sich 


immer als positiv betrachtet wird. 

Im Fall das obere Zeichen gilt, sei zur Abkürzung 
13) Veer—B—A; 
man benutzt dann die Substitution 


2Vy Va+Pßx+yx2 — (B-+2yx) _ 
letter erern _ 








14) 
und erhält 
_ Al—Y) — 2ßy 
4yYy 
Ve LdeLym ı 1+%2 
& x 23 = — y 
15) +ßz+r ıVYy y 
_ ı 1+39? 
de = — Ay y? d 


Wenn dagegen das untere Zeichen gilt, so setze man zur Ab- 
kürzung 


16) _ V4Aoy + B?— u 


und mache Gebrauch von der Substitution 


yetbZere _ 
” ut” 


aus welcher sich folgende Werthe ergeben: 
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_&+ß-W— My? 
Ä 214) 

18) Ve+ßr—ye — — —_ 








2u _yay 
da = — — — 
» (1+y’)% 
Nach diesen Formeln hat man z. B 
dx ._ 2 f dy 
Vetßz— ya y’yıry 
2ys—Bß 
2 1 u 
= ardany = — -—7— arctan 
Vr Vy 1272 
u 


Hier lässt sich arctan. in arccos. oder arcsin. umsetzen, wenn man 
bemerkt, dass aus der Gleichung cosu — 2 folgt: 


tantu = Vi: ct Vi 
au = IFe: lu = ar an wer: 


2 arctan 








A 
wer = arccosg = 2” arcsınz; 
es wird nämlich 
[Re — {4 arcsin Ze —P + Const., 
Ve+tße—ya Vy K 


was mit Formel 4) in $. 71 übereinstimmt. 





$. 78. 
Integration binomischer Differentiale. 


Unter dem Namen der binomischen Differentiale versteht man 
Ausdrücke von der Form 


2? 
zm-1(g + bar)2 de, 
worin m, n, p und q ganze positive Zahlen bezeichnen. Die Inte- 
gration solcher Differentiale kann auf zweierlei Weise geschehen, 
entweder durch Wegschaffung des Wurzelzeichens, oder durch Re- 
duction auf ähnliche und einfachere Integrationen. 
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L Setzt man erstlich 








ı 1 
ı _—ı 
_ gT — Aa\* an _q1 (ze) 
1) = ( 5 ) mithin dz = = a ds, 
so gelangt man zu der Gleichung 
P 
2) Sera + der)2de 
— 3 era” ertmtan 
nb*® 


und hier ist rechter Hand ein rationales Differential vorhanden, so- 
bald — eine ganze Zahl ausmacht. So z. B. hat man nach den obi- 


gen Formeln 
3 
[rü — Nie — fe- 1)228 de, 


wo die Integration in Beziehung auf 3 durch Entwickelung von 
(2? — 1)? ausgeführt werden kaun, und am Schlusse derselben der 
Werth von # aus der Gleichung 

2—1 


1 )- a-n 


x = 





zu nehmen, also 
1 
2 = (1—22)7 
einzusetzen ist. 


Eine zweite Substitution, welche ebenfalls zu einer rationalen 
Form führen kann, ist 








1 1 
j ” ” a—1 
3) = (-) leod— — U —£ de 
21 —b n I. 
(«1 —b)” 
man erhält durch dieselbe: 
m, 
2 „t7 pP+9—1 
) [amiattanı a —— 48 ee _ 
(eh) tar N 
und hier wird das Differential rechter Hand rational, wenn — + 7 


eine ganze Zahl ist. So hat man beispielsweise 


[u+nta=- nr 
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und darin 


4 
ß. 





1 
= (— 7) oder = urn 


nach welchen Angaben die Rechnung keinen weiteren Schwierig- 
keiten unterliegt. 


II. Ist weder — noch — .- 7 eine ganze Zahl, so lässt sich 


das binomische Differential im Allgemeinen nicht rational machen; 
man benutzt dann die nachstehend entwickelten Reductionsformeln, 
die übrigens allgemein für beliebige m und n gelten. 

Bezeichnen wir 7 kurz mit sund «a + bx" mit X, so giebt 


die partielle Integration: 


fe X:dx — X: fer das | X-1ax [am-1aa 


- x: Ü_ (zax 
m m ’ 
und weil dX = bnax"-1Idx ist: 


5) Jar za = aT X _ bus gm+n—1Xs—-1gg, 
m. m 


Dieser Formel wird man sich bedienen, wenn eine Vermehrung 
von m und eine gleichzeitige Verminderung von s wünschenswerth ist. 


Durch Umkehrung der Formel 5) hat man noch 
ferrmixe-tae _T_m er 1Xsde. 
bns bns 
oder, wenn m — n für m und s + 1 für s gesetzt wird, 
gmnXsri m—n 
bn@+1) Dbnc-+1) 
mittelst dieser Formel verkleinert man m und vergrössert gleich 
zeitig 8. ' 
Wenn man ferner die rechte Seite der identischen Gleichung 


Jez'% —= [ arl(a + bar) X: 1de 


= a [ ar-ı x tan +0 [amtr-ıXe-1de 


6) [| am IXsd = gm=n-1iyXstldz; 


mit der rechten Seite der Gleichung 5) zusammenhält, so ist zunächst 


344 Cap.XIL. 8.73, Integration binomischer Differentiale. 


am X? — dns gm+n—IXYs—-ldz 
m m 


= a [ar-ız tan +b [ amtnmızı1dz 


in dieser Gleichung schreiben wir s + 1 für s und sehen das erste 
Integral rechter Hand als Unbekannte an; es wird so: 


7) [za — amXt! _ bimtnstm 


am am 
diese Reductionsformel vergrössert m ohne s zu ändern. Drückt 
man das Integral rechter Hand durch die übrigen Grössen aus und 
schreibt nachher m — n für m, so ist: 
j am=nXstl  alm-—n) 
8 m—-1iYs — m 7 
J: Ada b(m + ns) b(m + ns) 
womit eine Verkleinerung von m ohne Aenderung von s herbeigeführt 
wird. | 
Gehen wir wiederum von der identischen Gleichung aus: 


fer xras — a [ar X 1ds+d gmtn-ıIXYsidz 
so giebt die Anwendung der Formel 6) auf das Integral rechter 


Hand: 
[er xas 


—_ 1-1 ai m _1 | 
=afer X a2 +0|7 ums gm A’da 





amtn-1X da; 


gm—n—l X: de, 


Durch Vereinigung der gleichartigen Grössen folgt hieraus 
gm X: ans / 
m-1lX:sdze — m—1lys—1i 
9) IE Xtdx mins mins x X:-1Idz, 
welche Formel zur Verkleinerung von s ohne Aenderung von m 
dient. — Schreibt man noch s + 1 für s und reducirt die Glei- 
chung 9) auf das Integral rechter Hand, so ergiebt sich 


m-iyıan __ 2"Xetl m-+n-+ ns _ı ı 
10) [2 X'’dı= —anctT) + anßtı) am -I1Xstldz, 
und hiermit ist die Möglichkeit geboten, s ohne Störung des m zu 
vergrössern. 

Es versteht sich von selbst, dass man von diesen sechs Reduc- 
tionsformeln die benutzen wird, welche im gegebenen speciellen Falle 
am raschesten auf ein bereits bekanntes Integral führt. Wäre z. B. 
das zu entwickelnde Integral 
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und darin k eine ganze positive Zahl, so liegt es am nächsten, durch 
successive Verkleinerung von % auf das Integral 
dz 
Ver— 2 
zurückzugehen; in diesem Falle ist also die Anwendung der Formel 
8) indicirt und man erhält dadurch 
td _  at!Var— a2 + a(2k— 1) [ x "!Idz 
Vers—a k 2Kk Ver— a2 
wie man auch aus der Formel 7) in $. 71 finden kann. Aehnlicher 
Ueberlegungen bedarf es in jedem anderen Falle. 
Zu bemerken ist noch, dass die obigen Reductionsformeln für 
m — n — 0, sowie für m + ns —=.0 nicht in Anspruch genommen 
werden dürfen, wie ein Rückblick auf ihre Herleitung leicht erken- 
nen lässt. In diesen beiden Fällen können aber (nach I.) die Diffe- 
rentialformeln rational gemacht werden und bedürfen der genannten 
Reductionsformeln nicht. 


+ Const. 


‚2—ua 
= arcsın 








8. 74. 


Integration mittelst unendlicher Reihen, 


Wenn die bisherigen Mittel nicht hinreichen um die Integration 
eines irrationalen Differentisles auszuführen, so benutzt man gewöhn- 
lich das in $. 67 angegebene Verfahren und stellt das Integral als 
Summe einer unendlichen Reihe dar. Diese Methode gestattet häufig 
so mancherlei Modificationen, dass einige Beispiele nicht überflüssig 
sein dürften. 

a. Handelt es sich um das Integral 

1 


dz 1 

J 1— (a? + 2%) 22 + 0? B?xrt er Nm 
worin &, ß und x echte Brüche sein mögen, so kann man zwei ver- 
schiedene Wege gehen, je nachdem man nur einen der beiden unter 
dem Integralzeichen vorkommenden Factoren in eine Reihe verwan- 
delt oder beide Factoren entwickelt. 

Bei Anwendung des ersten Verfahrens ist es von Vortheil, den- 
jenigen Factor zu entwickeln, welcher den kleineren der beiden 
Brüche & und ß enthält, weil die Reihe um so rascher convergirt je 


346 Cap. XII. 8.74. Integration mittelst unendlicher Reihen. 


kleiner die Grösse ist, nach deren .Potenzen sie fortschreitet. Unter 
der Voraussetzung «? — ß? erhält man zufolge des Gesagten 


[Te 
Vü-— o229)(1 — B9r%) 


oder, wenn man die einzelnen Integrale rechter Hand mit X,, X, X, 
etc. bezeichnet und eine Integrationsconstante hinzufügt, 


dt j 
Sn + em 
= ut SB + IE HIT + >> 


Das erste der Integrale X) ‚Xa, X, etc. ist unmittelbar be- 
kannt, nämlich 





arcsin 0% 
2) X = —; 


a 
zur Berechnung der übrigen dient die Reductionsformel 


ri zn dx 

Vı— er? 

a m-1V 1 —a8z? mi m—1 um-3dg 
u mar - ma? J) Vı_ arg 


oder 
3) x. PM VIn—erV Ioate Vize 


ma? 
worin der Reihe nach m = 2, 4, 6 etc. zu setzen ist. 


Will man den zweiten der angedeuteten Wege gehen, so hat 
man die beiden “eihungen 








1 > 3.5 
nn Denen —— 2 2 4 4 6 6 .0.0 
| 1 1.3 +2 . - 
a —_ 222 r —_ 646 
mit einander zu multipliciren; das Resultat ist von der Form 


1 


Veen" } 022 + Gt + 08° + *-, 


und zwar 
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16 — 1, 
4) G = 3a? + 9) 
— 1804 + 2a2ß2 1- 3ß9) 
= 1(ba® + 3atß? + Bart + 5ß9) 
Durch ‚ntegeetion erhält man hieraus 
__ 00® 0,23 0,25 
VI _— ee — (1 5” 1 + 3 + ö r 
wo nur noch eine willkührliche Constante beizufügen ist. 


b. Als zweites Beispiel diene die Entwickelung des Integrales 


1-. 223 
[Va €? < l, x? < 1, 


welches bei den geometrischen Anwendungen der Integralrechnung 


vorkommen wird. Ist & ein kleiner echter Bruch höchstens = 1V 2, 


so thut man aın besten, nur den Zähler in eine Reihe zu verwan- 
deln und zur Abkürzung 





ri rd _ N 
Vi-e 


zu setzen. Man findet 


1 — 82x? 
6) /Y Tom 9 
= On} n- An Unten. 


und: dabei geschieht die Berechnung der mit U bezeichneten Inte- 
grale nach den Formeln 


_ — on-ıYı 2 
7) U, = arcsinz, Un = m Umu=et IH . 
Wenn dagegen & wenig von der Einheit differirt, so besitzt die 
gefundene Reihe 6) eine so langsame Convergenz, dass man eine 
sebr grosse Menge von Reihengliedern summiren müsste, um eine 


nur mässige Genauigkeit zu erreichen; dann sind folgende Transfor- 
mationen von Nutzen. 


Man hat ıdentisch 


Va [VHten 


und hier lässt sich die Wurzel rechter Hand in eine convergirende 
Reihe verwandeln, sobald 
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— 2 
1,dh z< 





1—ı2? = —=2—e? 
ist; dies giebt i 
1 (1L— 22)? 1 a—M | Ja 
Si+3 1-2 ° 2.4 1—a) + ” 


Durch Integration der einzelnen Reihenglieder*) erhält man 


1— er? 
’ SV Fe 














_ 1—E? 1 (1—e?)? 1.3(1—e?)? Ln 
— Üonst. 4 T + 2 V, z 4 2 2. 2.4 6 y; 
2< 
“=:_8' 
wobei zur Abkürzung 
x?rkdz 
Ver Zu 


gesetzt worden ist. Mit Hülfe der Reductionsformel 6) in 8.73 findet 
man leicht 





9) 1 an 


2k— 211 — _ 
wonach die successive Berechnung von Y3, V3 etc. keine Schwierig- 
keit bietet. 

Im Fall x? die angegebene Grenze übersteigt, verliert die For- 
mel 8) ihre Anwendbarkeit; man benutzt dann die identische Glei- 
chung ” 


V, = —— — (2k—1) V,-ı ’ 


*) Die Befugniss zu dieser Operation ersieht man leicht, wenn man 
sich für den Augenblick 


I =-2 oder & = nd 
I-x Yıra 


gesetzt denkt; es wird hierdurch 


[V ı+2=98 or — 
+ =) Var FAR 
fd I+ 3 - Mau Mat... . 


Die letzte Reihe schreitet nach Potenzen von # fort und daher dür- 
fen ihre einzelnen Glieder nach 8.67 integrirt werden, wofern (1 — &2)32 
ein echter Bruch ist; durch Restitution des Werthes von 3 gelangt man 
nachher zu der oben angegebenen Reihe. 
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/V za / VER 
1— 82? 


worin, wegen 2? < 1, auch immer 


(1 — €) 2? 
1— e7? <1 
und daher die Reihenentwickelung erlaubt ist. Dies giebt 
1 1—E)x? 1:3 (1 — E?)2 xt | 
Sh+3 1— er Salem t "jaa 


und durch Integration der einzelnen Glieder 
1— 1 
10) J ve 1— Fri 


— Con. + + z 1-2) W +37. 1-0), Le...; 


dabei ist 
1+ =) | 
= 417 2 (3 Zn) ro 


g3k—1 BELLnW 
Rn — (2k — 1)Wı- 1e 
wie man mittelst der Reductionsformel 6) in $. 73 leicht findet. 


Endlich liesse sich die verlangte Integration auch dadurch aus- 
führen, dass man die beiden Gleichungen 


1 
—] + 122 + 3x + .... 
Vı—ı ' 


mit einander multiplieirt und Alles nach Potenzen von x ordnet; die 
Rechnung ist dann ähnlich wie bei der letzten Entwickelung des 
ersten Beispieles. 

c. Es versteht sich von selbst, dass man die Integration mittelst 
unendlicher Reihen auch in dem Falle anwenden kann, wo bereits 
auf anderem Wege der Werth des Integrales in geschlossener Form 
entwickelt ist; die nach beiden Methoden abgeleiteten Werthe eines 
und desselben Integrales können nur um eine Constante differiren 
und lassen daher eine Vergleichung zu, welche jederzeit auf ein zur 
Theorie der Reihen gehörendes Resultat führt. 

So hat man z. B. einerseits 


/- = 1049 +0, 





11) 
W, = 
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andererseits, wenn x zwischen — 1 und +1 liegt, 


I% = [ü-.+2—04 + +)dz 


—12—1273 4 123 — iz +... +- 6, 
mithin durch Vergleichung 
K1-+2) + Const. =ix — ir? + 123 — 
—_—- 1<r<+l 
Der Werth von Const. — C, — C, bestimmt sich durch die 
Specialisirung x = 0; man findet Const. = 0 und kommt damit 
auf ein bekanntes Resultat zurück. 
Nach demselben Verfahren lässt sich die Reihe für arctan x aus 
der Gleichung 


Ja% = [a-atsa +. Jan, 
a<l€, 


herleiten, ebenso die Reihe für acsinx aus 


rat [Het er lan, 


x2 < 1. 
Ein ähnliches Resultat liefert die Gleichung 


Wer = /I1-5. + 3 ....lar 


Ka + VI 8%) + Const. 
_® 1 23 1.3 %5 1.3.5 e! 
ı0a3 "aa 2.4.67 


ıcea<tı 


wie schon i ın $. 59 erwähnt wurde. 





Cap. XI. 


Integration transcendenter Functionen. 


8. 75. 


Differentiale mit Exponentialgrössen. . 


I. Enthält die zu integrirende Function nur Exponentialgrös- 
sen, ist also das Integral von der Form 


F Ste’)dz, 


so kann es mittelst der Substitution 


.n: I 1 d 
1) ee? —g, nithine= I ,da= —- © 
a a 8 


auf ein anderes zurückgeführt werden, worin keine Exponentialgrösse 
vorkommt; man erhält nämlich 


2) / F(e°) d« = n f re. 
Hiernach ist z. B. 


3) — at / . wrnj/ 
eaz Le-er gq zyl » aJA+l 


= _ arclang + Const. = — arctan (e®?) + Const. 





Als zweites Beispiel diene das Integral 
f I _ a.—Lt f A de, 
Vrm-a)Viıyss' 
für 1 +2 =u2, woraus Yl+ z—=uw, z=u? — 1 und de=2udu 
folgen, verwandelt sich das letzte Integral in 
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2 du 
aJw—-ı 16m + 1) + Const, 
mithin ist durch „estitution ier Werthe von « und 2 
4) ri dd T Fi Vi-+er— 1 
Vıres Vrer)* 
I. Betrachten wir nun den Fall, wo das Differential Exponer 
tialgrössen und Potenzen enthält. Die einfaehste Form eines solchen 


Integrales ist 
/ zmee:dz, 


und es liegt nahe, die Regel der partiellen Integration 


[wrdz = u [var — [au [var 


darauf anzuwenden, indem man von der Fundamentalformel 





5) [eraz — — + Const. 
Gebrauch macht; man findet so 
m 90T 
6) [arersaz = ad e_ _ 2 | zm-1gardg. 
a a 


Im Fall m eine ganze positive Zahl ist, kann man durch wieder- 
holte Anwendung dieser Formel, den Exponenten von x fortwährend 
verkleinernd, zuletzt auf das Integral 5) zurückkommen; in der That 
erhält man unter der gemachten Voraussetzung: 


7) [areas 


_ [zer  marnt 2 m(im— 1)2”? 
-| a a? + a3 
„mm—1)..2.1] „. 


Hiernach lässt sich auch das Integral 





/» (x) e®*dx 


entwickeln, wenn p(x) unter der Form A-+ Bxz + 0x? + etc. ent- 
halten ist. 

Setzt man in der Gleichung 6) — m + 1 an die Stelle von m 
und reducirt auf das Integral rechter Hand, so gelangt. man zu der 
Formel 


8) /+ eazdte — — er” + a = BULL? 
g u (m — 1) 2” 1 m—1lJ ame 0m 
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welche für ganze m mit Ausnahme von m ==1 benutzt werden kann. 
Im letzteren Falle giebt die Formel ein unbrauchbares Resultat und 
es bleibt dann nichts übrig, als eine Reihenverwandlung vorzuneh- 
men; vermöge der für alle x geltenden Gleichung . 
ea® 1 a a?x a?x? 
tr trmatnast 
erhält man 


9) [tersan — (onst. + Ix 
1 2 1 


und nunmehr lassen sich aus der Formel 8) fürm = 2, 3,...die 
Werthe der Integrale 


1 1 
[eran, /3 errdt,.. 


der Reihe nach ableiten. Eine weitere Folgerung hiervon ist, dass 
das Integral 


Sv@es-az, worin Y(z) = A +Z + er. 


jederzeit auf das in Nro. 9) entwickelte Integral zurückgeführt wer- 
den kann. 

Ist der Exponent von x ein Bruch, so kann man ihn zwar ver- 
kleinern, indem man die Formeln 6) oder 8) anwendet, je nachdem 
er positiv oder negativ ist; aber man wird zuletzt immer wieder zu 
einer Reihenentwickelung genöthigt. Desselben Mittels muss man 
sich in allen übrigen Fällen bedienen, wo Integrale von anderen als 
den hier betrachteten Formen vorkommen. Ein Beispiel wird genü- 
gen, um dies zu zeigen. 


Das gegebene Integral sei 








so kann man für den Fall eınes echtgebrochenen x die Umwandlung 
Shi» +42 De ur Eee .lerdz 
vornehmen und die einzelnen Glieder mittelst ‚der Formel 7) inte- 
griren; ist dagegen x > 1, so wird man 2\ı 4a für Vırz 
setzen und dem Integrale die Form: 
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‚131 1.3.51 
Jlı-35 aaa mt een 


geben, wo die Formeln 9) und 8) anwendbar sind. 


8. 76. 
Logarithmische Differentiale, 


Enthält das zu integrirende Differential nur Logarithmen in 
der Weise, dass 


[ranar 
das fragliche Integral ist, so leistet die Substitution 


1) le = y, also 2 = er, de — erdy 
gute Dienste; man erhält nämlich 

n 
2) [rasas = [sweray, 


wo nun die Entwickelungen des vorigen Paragraphen benutzt wer- 
den können. 
So hat man z. B. für ein ganzes positives m 


[ars = [ymeräy 
= | my Hmm gr + Demm-—1..2.1] e’, 
und indem man den Werth von y wieder einsetzt: 
3 / Q9r ae= [ar — mag" + mm Dan? — 
+ Yemm—1)...2.1]s + Const. 


Auf gleiche Weise erhält man mittelst der Formel 9) des vori- 
gen Paragraphen: 








4) = Const. + 1le) 
1  ı()%  ı (9) 
tıTtsTatrsıast 


und aus der Formel 8): 


de 8 1 de 
ö) = (m — 1) (Ie)r-1 +91 m—1 (er 
Die unter Nro. 1) angegebene Substitution ist auch bei dem 
allgemeineren Integrale 
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[erraa de 


vortheilhaft anwendbar, sie giebt nämlich 





6) [rrranas = [ewrvr Way. 
So ist z. B. für den speciellen Fall u = — 1, f(le) = (le)": 
7 SHaaras = [war LH + Oonst 
) .z (2) = 1% IT urı OnSt. 
_ (le) r1 





> 
= m+1ı + Const., (m2-ı ’ 


und ın dem Ausnahmefalle m = — 1: 
| 1 1 
— = _ = t. 
8) [254 J; dy=Iy + Cons 
== l(le) + Const. 


Für eın von — 1 verschiedenes # und ein ganzes positives m 
liefert die Gleichung 6) zunächst: 


[er ünnas — [ettrlvymdy, 


nachher durch Anwendung der Formel 7) des vorigen Paragraphen 
und durch Wiedereinsetzung des Werthes von y: 


9) | zu lie)" de a a ums zn 
—])...2.1 
..cH4 | gut + Const. 


In allen übrigen Fällen müssen die Integrationen logarithmi- 
scher Differentiale durch Reihenentwickelungen ausgeführt werden. 


Als Beispiel diene das Integral 


worın 1 + 2 positir, mithin s zwischen —1 und + enthalten 
sein muss, wenn l(1 +4 2) reelle Werthe haben soll. Behufs der Rei- 
henentwickelung sind hier die beiden Fälle — 1 <z2<{ + 1 und 
8 > + 1 zu unterscheiden; im ersten Falle ist Ä 


(i+)=!r ie +12 — .... 
folglich 
10) Ela = 0m +4 -%+5% . 
—- 1<e<H+1l. 
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Für den zweiten Fall benutzt man die Transformation 


4 =is+ ((1+2) 


ur Tg TIintsnT 
und erhält 
11) feH2a 
8 
1 1 1 
= Om + N tat 
" e >1. 


Die Integration der einzelnen Glieder ist hier erlaubt, weil die 
Substitution — — x zu einer nach Potenzen von x fortgehenden 


Reihe führen würde. 


8. 77. 
Rein goniometrische Differentiale. 


1 Wenn das gegebene Differential nur aus den verschiedenen 
goniometrischen Functionen eines und desselben Bogens besteht, wenn 
mithin das gesuchte Integral unter Jer Form 


[remu, cosu, tanu,...)du 


enthalten ist, so kann man sich zuerst der Gleichungen 
coou =V1— sin’, tanu = nt ‚etc. 
1 — sın?u 
bedienen, um alle vorkommenden Functionen durch sin% auszu- 
drücken; das Integral erhält dann die Form 


f S(sinu) au, 


wobei immer vorausgesetzt werden darf, dass % zwischen — ix und 
+42 enthalten sei. Mit Hülfe der Substitution 
ds 


1— x? 


[rein du -/ 25 





snu = x, du = 
VYı a 


'ergiebt sich nun 
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und damit ist das Integral auf ein anderes zurückgeführt, welches 
keine goniometrischen Functionen mehr enthält. 
Nach diesem Verfahren hat man z. B. 


Juri ya - 





=; (1t2 1, rl 1+ .) 

1l—i& 1 — sinu 

und bei Anwendung einer bekannten "Toniometsinchm Formel 
1) [seen du = lin +1u) + C. 


Auf ähnliche Weise ergiebt sich 


f du / ds 
cscu du — — — mn 
sinu zV1— 22 
= (IH V1=e = — (1 Fer) 
z 


sinu 





oder kürzer 
2) [eeuau —= lItaniu + C. 
Mit Hülfe der genannten Substitution erhält man auch 
—]) 
ds; 


auf das rechter Hand stehende Integral sind die sechs Reductions- 
formeln des s 73 anwendbar, wobi a = 1l,b— — ,Ä,m=p»r+1, 
n=2,3==5(g— 1) zu setzen ist. Führt man nachher die Werthe 
von 2 = sinu und dx = cosudu wieder ein, so gelangt man zu 
folgenden Gleichungen 


1 
sinPu cosTu du — /» (1 — 223% 


3) ri sinP u costudu 


sinPtlucos! "iu  qg—1 
= 0 — +. — / sin?+?ycos?-?udu 


p+1 p+1 
et + Tr Pr / sinr-Sucosrttudu 
= ee PFaTE | sinnttucsndn 
en a Er sinP—?ucostudu 


sin? t!ucosı-Iu + g— 
p+q Per 
mPtiucosatiu 2 
m T wos Tu + p+q+2 sin? ucosI+t?udu. 


a+t1, g+1 


sin? u cos! "ru du 
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Mittelst dieser Formeln bringt man das ursprüngliche Integral 
auf ein anderes derselben Art zurück, worin p oder q oder beide 
um 2 grössere oder kleinere Werthe besitzen; die fortgesetzte An- 
wendung der genannten Reductionsformeln führt schliesslich auf ein 
Integral, worin die Exponenten von sin und cosw nicht ausserhalb 
des Intervalles — 1 bis + 1 liegen. Sind p und g positive oder 
negative ganze Zahlen, so kommt man zuletzt auf eines der folgen- 
den Integrale 


[am f sinwa eosman 
fe du [# 

sinu cosu du, ——; ; 
sinu COSU 


Stanuan, [erwan u, 
. sinu cosu 


die sämmtlich durch die Substitution sinu — x entwickelt werden 
können. So erhält man z. B., wenn p und g positive ganze Zahlen 
bezeichnen, 


4) für gerade p, ri sinPudu 








=” sinp—Iu + Gina EB sine u .- 


.... 4 @ZD@-3...3 
P-)P—4)...2 


(pr —- 1)(p —3)...3.1 . 
Fon... 4.2" + Comet: 


5) für ungerade 9, f sinpu du 


sinu | 





=— Er. |sinp-1u + gsinr- u + em em-suh- 


P—-1)(P —3)...4.2 
Bu Tp_3)P—4)...3.1 + Oonst.; 


6) für gerade g, / costu du 





a lernt 


—-V)(@—3)...3 
—2)(g —4)...2 


Ta 9a 9...4.3" + Const;; 


| 
c05sU \ 


. ...4 
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7) für ungerade g, / cos u du 








sinu _ _ _ 
= 7 cosı—iy + 2 > cos2-34 + a-N)a—-3) gsa-54 4... 


(1 —2)(q— 4) 


‚1 @-V)W-—3)..-4.2 . 
+ Q—2)g—4)...3.1 + Comet; 


8) für gerade p, / tanru du 


_tanpIu tan? —»u tan? 5u. 
9-1 p—3 p—5 


+ 1)iu + 6; 





+ (— jyarı an m 
9) für urlgerade 9, / tanru du 


_tampIu _ tanp—>3u , tan?-5u 
9-1 p—3 p—5 
1 2 
+ (—1)3P+D ni + (EP HD Jeosu + 6. 








Beiläufig sei noch bemerkt, dass sich die Integrale 
[sinsuau und / costudu 


auch auf andere Weise entwickeln lassen. Bei geraden m hat man 
nämlich (s. $. 55 Formel 11) 


(— 13” 2m—1ginmu 
— (m) cosmu — (m), cos(m — 2)u + (m) cos(m — 4) u— -: - 
1 Im—1 1 m 1 
. + (— ) (m) „_, 608 2u + ( ) a(m)ı,, 
und daraus folgt sehr leicht i 
| 
10) für gerade m, f sin”u du 


sin(m — 4)u 


ee _ 2: 


1 
(— 1)3” (sin mu sin(m — 2)u 
Pius 5 Bu "Tu Due Fer vu 


1m 
-+(—-193" KCOFEREE 
Auf ähnliche Weise erhält man 





sin2u 


+ Drag + € 
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11) für ungerade m, f sin"”udu, 


_(— ıyam+D [am* cos(m — DL cos(m—4)u | 

Ku 9m—1 m — (m)ı m — + (m m)s m—4 — 
+ 6; 

12) für gerade m, / cos" udu 

RZ 


tm + ce 


13) für ungerade m, f cos” udu 





—4 
_ em + (m), mn DL 4 (m m); mm—dr,, Eu 
sin u 
++ 6; 


II. Eine zweite Umwandlung des Integrales 
[Feinu cosu, tanu, .. .)du 


besteht darin, dass man alle vorkommenden goniometrischen Func- 
tionen durch cos“ ausdrückt, wodurch das Integral die Form 


[prooswau 
ay 


coeu = y, mithin du = — Vi _ a 
1 — y? 


substituirt; damit gelangt man zu der Gleichung 


d 
[poswan = — Te 


Im Wesentlichen ist diese Reduction von der vorigen nicht ver- 
schieden und wird daher keiner Erläuterung durch Beispiele be- 
dürfen. 


erhält, und nachher . 


Il. Man kann drittens das Integral 
[Finn cosu, tanu, .. .)du 
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auch so behandeln, dass man erst alle goniometrischen Functionen 
durch tanu ausdrückt, wodurch die Form 


/ Ultan u) du 


entsteht, und nachher die Substitution 


de 
1+22 


tanu = 2, du = 


vornimmt; letztere giebt 


U Y(e)de 
du= 
[reanı) u Er} 
Diese Transformation bietet den Vortheil, dass sie zu einer 
rationalen Form führt, wenn %(2) eine rationale Function ist. 


Beispielsweis hat man 


erde 
p —— u 


woraus die Formeln 8) und 9) hervorgehen, sobald gerade und unge- 
rade 9 unterschieden werden. 


Ein zweites Beispiel ist 
/ du L de 
02cos?u + B2sinu IF + ß?e? 


41 pz__1 Bann 
= arctan z =  rtan +06, 


übereinstimmend mit der Grundformel 20) in s 65. 





Nach demselben Verfahren ergiebt sich 
2ud 
14) ar Alan 
(atcos!w + P*sin?u)? 
cosu sin u 1 Btan u 
— 2a2(n2cos?u + B?sin?u) + 203 ß arcan & r6 
15) sin?udu 
(2 cos?u + B?sin?u)? 
COS u sin u | 1 Btanu 
2 B2(aRcostu + B?sin?u) + 20ß? arcian 
und durch Addition der Formeln “ und 15) 


16) 





+6, 


| roBu F Pramay (@? cos? u rs ßB? sin? u)? 
.B— 02 cosusinu ß? + 0? Blanu 
Darßs atoostu + Brsmn T zuge dan TH 0: 
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IV. Als letzte und meistens zweckmässigste Transformation 
des Integrales 


F(sinu, cosu, tanu, ... )du 
erwähnen wir diejenige, welche aus der Substitution 
taniu = t 
hervorgeht. Zufolge derselben ist nämlich 


nm out tanu = 2 
irre = ja mg 
2di 
du = Ire 


das obige Integral erhält jetzt die Form 


[r( 2 1-2 2 ) 2dt 
1 +1? 1 +9 1 —1? 1+2 


und diese ist von selbst rational, wenn in der Function F' ursprüng- 
lich keine Wurzeln vorkommen. - 
Hiernach ergiebt sich z. B. 


du di 
IECTEIDTE EG yta+2zß +(y— o)t' 
die Integration in Beziehung auf t hat keine Schwierigkeit und 


< 


liefert, wenn @ “ Y vorausgesetzt und der Werth t = tanzu re- 


stituirt wird, 


du 
17) N zn + ßsnu+y 
— 2 arctan ß + — Wang u +GC, art Bye, 
— & — 


"MW -ma—p Ver -a—ß 


2 I — 2 

a Eos nn 

= (Hm E Ve+BR—y\ıc, 
Vor + Be —y2 \B+W—o)tan} IH Ver”, > 

a? 2 y3, 


In dem speciellen Falle y = «a verlieren diese Formeln ihre 
Anwendbarkeit; es ist dann 


du _ dt 
IEr + cosu) + Bsimu JwaH+ Pt 


— z la +ß)+0= 3 la + Btaniu) + C. 


n 
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8. 78. 
Gemischt goniometrische Differentiale. 


I. Wir betrachten zunächst den Fall, wo Sinus oder Cosinus 
in Verbindung mit Potenzen vorkommen, wie z. B. in dem Integrale 


ur sinßBudu. 


Durch Anwendung der partiellen Integration ergiebt sich sehr 
leicht | 


Man 
Sursinßuan = — een + 7 un—lcosßudu; 


ferner ist, wenn man dasselbe Verfahren auf das letzte Integral an- 
wendet, 


ur—lsnßu m—]1 , 
Sun-tcosßu du = un—sinßu —_ ur?2sinßudu, 


ß ß 
mithin durch Substitution von dieser Gleichung in die vorhergehende 
m m—lo: 
1) / ursnßudu = — uncosßu + mu nn 
_ m(m—1) h 


ru um2sinßu du. 

Hiernach kann das gesuchte Integral auf ein anderes zurückge- 
führt werden, welches von derselben Gattung und worin der Expo- 
nent von % um 2 kleiner ist. Wendet man die Formel 1) im Falle 
eines ganzen positiven m mehrmals nach einander an, so kommt man 
schliesslich auf eines der beiden Integrale 


j Jorpua = - ft rc 


[usinßr du=— ven + 2 +6 
deren erstes unmittelbar bekannt ist, und deren zweites aus Nro. 1) 
für m — 1 folgt. 
Setzt man in der vorigen Reductionsforme m = —n + 2 


und sieht das Integral rechter Hand als Unbekannte an, so erhält 
man 





sinßu , __ sin u Bcosß u 
) Ju = (n— Dur! (mn—1)(n — 2)ur-? 
ß? sinßu ,. 


(a —1)m—2)J ur 

Fürn = 1undn = 2 ist diese Formel unbrauchbar und es 

bleibt dann nichts übrig, als mit Hülfe unendlicher Reihen zu inte- 
griren. Im ersten Falle giebt die Anwendung der Sinusreihe 


N 
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3) ıı 1237 512.5 9 
im zweiten Falle hat man zunächst durch theilweise Integration 
sinßu, __  sinßu je 
4) / Pr au = — —— +Bß _ du, 
und vermöge der Cosinusreihe 
cosßu , 1 ß?u? 1 tut 
ö) n=otuogggtTiaa 


Die Formel 2) dient nun, um die Integrale 


Stau frau, etc. 
uw u* 


auf die Integrale 3) und 5) zurückzuführen. 

Ist der Exponent von « weder eine positive noch eine negative 
ganze Zahl, so lässt er sich zwar mittelst der Formeln 1) und 2) 
vergrössern oder verkleinern, am Ende wird man aber doch zur Inte- 
gration durch Reihen greifen müssen. 

Die nämlichen Betrachtungen gelten fast wörtlich für das Inte- 


gral 
/ u” cosßudu 


und liefern Zunächst dıe Reductionsformel 








Mar m—1 
6) Sureoßu au =" + aa SER se . 
— m(m — 1) uw”? cosß u du, . 


ß? 


welche bei ganzen positiven m auf eines der beiden Integrale 


Sasß du = sin iu +06, 











ß 
[weospuan er + = +0 
zurückführt. Fürm = — n + 2 ergiebt sich durch Umkehrung 
von Nr. 6) 
cooßu , __ cosßu Bsin Bu 
) ur au— (n — 1) ur! + (n — 1) (n — 2)u"? 


ß? cosßu 
= ayay) wart 
Auf die speciellen Fälle n = 1 und n —= 2 ist diese Formel 
nicht anwendbar; im ersten Falle benutzt man die in Nro. 5) ange- 
gebene Reihe, im zweiten Falle hat man erst durch partielle Inte- 
gration 





Cap. XII. 8. 78. Gemischt goniometrische Differentiale. 365 
8) frau = - we Bu Bu: ML? du 


43 





und entwickelt dann das Integral rechter Hand "nach Nr. 3). Im 
Uebrigen dient die Formel 7), um die Integrale 


Sehr au, fh au, etc. 


auf die in Nro. 3) und 5) betrachteten Integrale zurückzuführen. 
Ist der Exponent von % weder eine positive noch eine negative ganze 
Zahl, so kann man ihn zwar vergrössern oder verkleinern, muss aber 
schliesslich doch Reihenentwickelungen benutzen. 

Das Gesammtresultat dieser Untersuchungen lautet dahin, dass 
Integrale von den Formen 


Srweins« du und Srweosßu du 


in endlicher Gestalt ausführbar sind, wenn 


fw) = A+Bu+t (u +:.-- + Kut 
ist, und dass sie auf die Integrale 3) und 5) zurückkommen, wenn 
/(u) unter der Form 


W=4+2 +54. +4 


ur 





enthalten ist. 
II. Wir betrachten zweitens die Combination der Exponential- 
grösse mit Sinus oder Cosinus, nämlich die beiden Integrale 


pP — [exe sinßu du und Q= [ e**cosßu du. 
Durch theilweise Integration ergiebt sich 


p — er (- nr 


— etucosßu + aQ 
ß ’ 
und analog, wenn man ebenso mit Q verfährt, 


ge HR, 





+ 3 eu cosßu du 
d.i. 
P= 


die zwei erhaltenen Gleichungen bestimmen die beiden Unbekannten 


P und Q, nämlich 
9) [errsing au = mer — Een +6 


10) [errcosßu du = en +6. 


366 Cap. XIII. 8. 78. Gemischt goniometrische Differentiale. 
Ill. Die beiden allgemeineren Integrale 
[urerrsin Br du und | u*e“cosßu du 


gestatten eine ähnliche Behandlung. Bezeichnet man nämlich das 
erste mit P„, das zweite mit Q„, so findet man durch theilweise 
Integration und unter Benutzung der Formeln 9) und 10) 
pP. — um etu(asinßu — Bcosßu) — ma Pn—ı + mB Am-ı 

m Th HT BB NN r B3 ’ 
9. — um err(acosßu + Bsinßu) — ma Qm-ı — mBPn-ı , 
7 25 

Damit sind die gesuchten Integrale guf zwei andere derselben 
Art zurückgeführt, worin der Exponent von «4 um eine Einheit ver- 
ringert ist. Bei ganzen positiven m lässt sich diese Operation m-mal 
anwenden und dann erhält man P„ und Q,„ ausgedrückt, durch P, 
und @,, welche letzteren Integrale mit den unter Nr. 9) und 10) ent- 
wickelten identisch sind. 


Hieraus folgt noch, dass die Werthe der Integrale 
[rweer sinßudu und Srwer cos Bu du 


in geschlossener Form dargestellt werden können, wenn f(u) eine 
ganze rationale algebraische Function von % ist. 


Dasselbe gilt von den Integralen 


[rwerrsinru du und [rwer cosPu du, 


falls p eine ganze positive Zahl ist. Mittelst der Formeln 9) bis 
12) in $. 55 lässt sich nämlich jede ganze Potenz von sin oder 
cos% in eine endliche Reihe der Sinus oder Cosinus von Vielfachen 
des Bogens % auflösen, und dann ist jedes einzelne Glied nach den 
vorigen Formeln integrabel. So hat man z. B. 


/. S(u) e*4 cossu du 
= a / Fadeer(oos 64 +6cos4u + 15c0s2u + 10)du, 
wodurch man auf vier einzelne, unter der Form 
Srwer cosßu du 


enthaltene Integrale zurückkommt. 
In allen Fällen, welche hier nicht erörtert wurden, ist die Hülfe 
unendlicher Reihen in Anspruch zu nehmen. 
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8. 79. 
Cyclometrische Differentiale. 


Enthält das gegebene Differential eine cyclometrische Function 


allein, so ist es leicht auf ein goniometrisches Differential zurückzu- 
führen ; mittelst der Substitution 


1) arcsinze =u, 2 = sSinu, de = cosudu 
erhält man nämlich ohne Weiteres 
2) /. Slarcsinz) de = f S(u) cosu du. 


Nicht minder einfach ist die Ableitung der folgenden Formeln: 
8) / S(arccosz) de = — f S(u) sinu du, u = urccosz, 


4) f JS(arctanx) dz = f S(u)sec?udu, u = arctanz, 


6) f Slarccotz) de = — f J(u) esc?u du, u = arccot«. 


So hat man z. B. nach der Formel 2) und nach Nro. 12) des 
vorigen Paragraphen 


fern: de = | e*“cosu du 


__ Rcosu + sin u 
— erı + Const., 


mithin rückwärts für sinu —= x, cosu —= vi — 12: 


[errems de = ey ı —8 74 Vito, 


darcsınz 
+1 j + _Const. 
Auf gleiche Weise würden sich die beiden Integrale 





(arcsinz)” dx und | (arccosz)" dx 


mittelst der Formeln 10) und 11) des vorigen Paragraphen entwickeln 
lassen. 

Leicht integrabel sind auch die Differentiale von der Form 
fie) d(x) dx, wenn Y(x) eine cyclometrische Function und f(x) so 
beschaffen ist, dass das Integral von f(x) dx eine algebraische Func- 
tion bildet; in der That genügt unter diesen Voraussetzungen die 
theilweise Integration des gegebenen Differentiales, um sogleich auf 


das Integral eines algebraischen Ausdruckes zu kommen. Man hat 
nämlich für Y(x) = arcsinz: 
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/ arcsinz f(x) dx 
== aresinz | 1) de — ee dx 
oder 


1) /. S(x) aresinz dx = arcsinz 





mit gleicher Leichtigkeit sind die folgenden Formeln entwickelbar: 


2) [1 arecose dt = arccosz / f() ds + [a Se) de, 
3) 1 ardanzdz = — arctanz Saar — | F- gi [re de, 


4) [fe arecot 2 de = arccota | f(a)de + (a 73 Sr@ dx. 


So ist z. B. in dem speciellen Falle fl) = 1 nach Nro. 1): 
dx 


5) J aresinz dz = arcsinzt iX — Vı-a" 
—X%i 


— zaresinz + V1—x? + Const, 





and nach Nro. 3): 
6) | ardanz da = = arctanz . 2 (- Im 

— xarcanz — 3l(1+x2) + Const.; 
überhaupt allgemeiner für f(x) = x” -!: 


. ZW Arcsind 1 zr dx 
m m Vi— 2 


x" arclanz 1 cr dx 
m—1l —— nn u 
8) / xr—larcanzdı = = il’ 
wo die rechter Hand vorkommenden Integrationen bei ganzem posi- 
tiven m jederzeit ausführbar sind. 
Ein etwas zusammengesetzteres Beispiel ist folgendes. Man hat 
zunächst nach Nro. 3) 


Srggereunzäe = — araanz. Vı1—ı2 + [2 I, x, 
—.1? 


1+ 2 @ 
ferner 
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1 Via, 1— 2? 
1 ı1+r28 de Han Vi-_2 
da 
-/ ta ve 
—2 / —_ _ du _ — ATCSIN!. 
1+2? Yı-ı2 


Schafft man das Wurzelzeichen in dem rechter Hand befindli- 
chen Integrale weg ($. 72) und integrirt nachher, so findet sich: 


5 dx 1 2V 2 

= —— ürcan ——, 
12 Yı_ V23 V1ı—.2 
und durch Substitution dieses Werthes: 


IF arttanzde = —V 1—x? arctan x 
—ı 








+V2 arctan in — arcsinz + C. 
—ı& 


Lässt sich keine der erwähnten Methoden anwenden, so muss 
man wie immer die Integration durch unendliche Reihen zu bewerk- 
stelligen suchen. 


Schlömilch, Analysis. 1. 94 


Cap. XIV. 


Geometrische Anwendungen einfacher Integrationen. 


8. 80. 


Quadraturen in Parallelcoordinaten. 


Schon in $. 64 haben wir darauf hingewiesen, dass ein Integral 
als die ebene Fläche bötrachtet werden kann, welche von der Abscıs- 
senachse, zwei darauf senkrechten Ordinaten und einer Curve begrenzt 
wird; dort benutzten wir diese geometrische Construction, um den 
Begriff des Integrales zu veranschaulichen, hier soll sie zur Bestim- 
mung der Fläche einer gegebenen Plancurve dienen. Zugleich ver- 
allgemeinern wir die Betrachtung durch die Annahme eines beliebi- 
gen schiefwinkligen Coordinatensystemes. 

In Fig. 41 sı ZX0Y=y, OM=x, MP=y und y=/f(«) 


Fig. 41. 





0 G 


M NM, X 


JU=4Ax.NQ.siny, 


die Gleichung der Curve HPQP,, 
ferner die Fläcke GMPH = U 
und MM, = Jx ein beliebiger 
Zuwachs der Abscisse x; dıe ent- 
sprechende Flächenzunahme 
MM,P,P = AU kann einem 
Parallelogramme verglichen wer- 
den, welches MM, zur einen 
Seite und eine gewisse, zwischen 
MPund M, P, eingeschaltete Or- 
dinate NQ zur anderen Seite hat. 
daher 
AU 


Is — NO.siny. 
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Aus dieser Gleichung, welche so lange’gilt, als die Curve stetig, 


verläuft, zieht man 
dU 


ds prammas; ysıny 
und umgekehrt durch Integration 
1) U=siny | ydxz + Const. 


Die Bedeutung der willkührlichen Constanten besteht darin, dass 
es für die letzte Ordinate y gleichgültig ist, von welcher Anfangs- 
ordinate @H ab die Fläche U gerechnet wird, dass mithin so lange 
eine Unbestimmtheit in der Aufgabe liegt, als jene Anfangsordinate 
nicht besonders angegeben ist. Nennen wir x, die Abscisse O@ der 
Anfangsordinate GH, so muss U — 0 werden, wenn x den Special- 
werth z —= x, erhält; durch Zusatz dieser Bedingung bestimmt sich 
die Constante, wie die folgenden Beispiele zeigen werden. 


& Die Parabel. Aus der bekannten Gleichung 
a3 a2 


ergiebt sich augenblicklich 
23 
J| ZZ t. 
U 37 4 Cons 


Soll die Fläche vom Scheitel aus gerechnet werden, das heisst 
U gleich der Fläche O MP sein, so müssen x und U gleichzeitig ver- 
schwinden; dies giebt 0 — 0 -+ Const., mithin 


x° 1 
Daraus folgt auch der bekannte Satz des Archimedes, dass die Fläche 
Fig. 42. OLP=j4xy—=2LOMP sein 

muss. 


Eine elegante und später 
brauchbare Erweiterung des Theo- 
remes 2) ist folgende. Man ziehe 
noch zwei Ordinaten M,P, und 
M;P, in den Abständen UM, = 
x M,M;, = h und berechne die 
Fläche zwischen MP und M,P, 

0 NNN XK nämlich (Fig. 42) 
MMPP= 0MP,. — OMP 
_e+2 = 1,62? + 12ch + 8° 
3q 3g 8" a 
24* 
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oder auch 


uMmBPr= | + Et . ni, ern -_ 
Bezeichnen wir die drei Ordinaten MP, M,P,, M; P, mit y, Yı, Ya: 
so wird die vorige Gleichung zur folgenden 

MMPP=;h(y + 4yı + Y). 

Um dieses Resultat zu verallgemeinern, legen wir durch einen belie- 
bigen Punkt 0’ ein neues Coordinatensystem parallel dem früheren; 
der Abstand der Achsen OX und O’X’ sei MN = b und 
NP=7=y+Hb, NPA=-n=y+b NR=n=4+tb. 
Nach diesen Voraussetzungen hat man 

Fläche NN, P,P — Rechteck NN,M.M + Fläche MM, P,P 

—=2hb +H3hn— dam —-)+m—bl 

und bei gehöriger Zusammenziehung 
3) Flähe N, RB P=!Ihn +4n + n). 

Legt man demnach durch drei Punkte P, P,, Ps, deren Ordi- 
naten gleiche Abstände halten, eine Parabel, deren Achse parallel der 
Ordinatenachse ist, so kann man die Fläche des entstandenen para- 
bolischen Doppelstreifens aus den drei Ordinaten und ihrer gegen- 
seitigen Entfernung berechnen, ohne den Scheitel und den Parameter 
jener Parabel aufsuchen zu müssen. 


b. Kreis und Ellipse. Die Mittelpunktsgleichung des Krei- 


ses sei 
yz= V a3 — 22; 


es wird dann 
o=/V a — m2dı —1xV a? — 3 + jatarcsin — + Const. 


Fig. 43, Versteht man unter U die Fläche 
COMRQ (Fig. 43), so muss für «0 

auch U = 0 werden; dies giebt 
Const. = 0 und 


4) U=lıVa—ı . 
+ ia?arcsin — 
was geometrisch bedeutet, dass U 


aus dem Dreiecke OMQ und dem 
Kreissector COQ besteht. 
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Für die Ellipse sei die Ordinate MP == y, und die Fläche 
BOMP = U,; man hat dann 


. Yı =—1 a? — 2°, 
U= je V a3 + ja? arcsin 2 | 


oder 
b b 
'5) Yı 79 U, =—D 
wo y und U die vorige Bedeutung haben. Die Quadratur der Ellipse 
lässt sich demnach auf die Quadratur des Kreises zurückführen. Die 
Fläche des Ellipsenquadranten ist hiernach 
b 1 


1 
= — . — 1 — 
z 1 Ta y Tab, 


und die ganze Ellipsenfläche — zab = z(V ab b)3, worin ein leicht 
auszusprechender Satz liegt. 


c. Die Hyperbel. Die Gleichung der Hyperbel lautet in 
rechtwinkligen Coordinaten, wenn der Mittelpunkt zum Coordinaten- 
anfang und ‘die Hauptachse zur Abscissenachse genommen wird, 


b — 
— __ Vz? — a? 
y= 2 Vz a’, 
mithin ist 
u=- [Va—ada 
- 21. Ve ja + V@—a)+o]. 


Es liegt am nächsten, die Fläche vom Scheitel aus zu rechnen, 

Fig. 44. d.h. U= Fläche CMP zu setzen 
(Fig. 44); fra = 0C0=a wird 
dann U= (0 und 

0= — 4atla +, 

wodurch sich der Werth von ( be- 
stimmt. Man erhält nach Substitu- 
tion desselben 


- |. Va alt te eZe)| 


oder in oganterer Form 
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0 rein) 
Weit einfacher gestaltet sich die Quadratur der Hyperbel, wenn 
man die Asymptoten zu Coordinatenachsen nimmt, OA = OB 


—1VaI®—k, zAOB=y,ON=$&£,NP=n und die 
Fläche CANP = 83 setzt; es wird nämlich 
k? 


= 


2 — ktsiny | 46 — Bsiny(l&+ 0). 


Für & = k muss 2 verschwinden, daher ist O0 —=1k + C, mithin 
C= — Ik und 


7) 2 — sin y.ı(E). 


Bei einer gleichseitigen Hyperbel, deren Haupthalbachse — v2 
ist, wird k— 1, y—=4!r und & —=18$; zufolge dieses sehr einfachen 
Verhältnisses hat man früher die Logarithmen der Basise hyperbo- 
lische Logarithmen genannt. 

 d. Die Cycloide. Nehmen wir, wie in $. 21 (auf S. 95) 
den Scheitel der Cycloide zum Anfangspunkt der Coordinaten, so ist 
die Differentialgleichung der Curve 


Ba — 
4=V/ — LM 


um von derselben Gebrauch zu machen, ersetzen wir die Gleichung 
1) durch die folgende 
U=ysx — [ xdy, 








welche durch partielle Integration entsteht; es wird dann 
U=ıy — [dsV2as— 

Fig. 45. Die geometrische Bedeutung 
des rechter Hand befindlichen Inte- 
grales ist unmittelbar einleuchtend, 
wenn man sich erinnert, dass in 


. dem Halbkrese CQD (Figur 45) 
V2a— ne — MQ, also 
deV 2ax— a2 
— Fläche COMQ + Const. 


sein muss; wir haben daher 
U= xy — Fläche CMQ + Oonst. 
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Verstehen wir unter U die Fläche CM P, so wird für x — 0 
gleichzeitig U—= 0 und CMQ = 0, mithin auch Const. — 0, also 
U=xy — Fläche OMQ oder zy — U = Fläche CM Q; 
geometrisch heisst dies, dass die Flächen CPR und CMQ gleich 
sind; hierin liegt unmittelbar die Quadratur der Cycloide. Speciell 
für x —= a ergiebt sich, dass die Fläche C’DA = $ a3, mithin die 
ganze Cycloidenfläche gleich dem Dreifachen von der Fläche des er- 

zeugenden Kreises ist. 

Besondere Aufmerksamkeit verdient der Fall, wenn die zu qua- 
drirende Curve die Abscissenachse durchschneidet, wenn also die 
gesuchte Fläche aus zwei Theilen besteht, von denen der eine über, 
der andere unter jener Achse liegt. Für ein negatives y, etwa 
Y= — gp(x), wird nämlich F negativ = — /p(a)dr, was auch 
geometrisch leicht zu constatiren ıst*); geht nun y aus dem Nega- 
tiven ins Positive über, so wechselt F' gleichzeitig sein Vorzeichen 
und die Formel 1) giebt in diesem Falle die algebraische Summe 
der beiden über und unter der Abscissenachse liegenden Flächen- 
theile. Gewöhnlich wıll man aber die arithmetische Summe; diese 
erlangt man leicht, indem man jene Flächentheile einzeln berechnet 
und mit gleichem Vorzeichen zusammennimmt. Wählt man z. B. die 
durch den Brennpunkt O (Fig. 47) einer Parabel auf deren Achse 
senkrecht gelegte Gerade zur Abscissenachse, so 


Fig. 47. 
ist die Gleichung der Parabel 
yo — ( _y 
—:3\y p ) 2 
0 KT mithin 
6) F= 1 ) + Const 
P . map aa 


und wenn die Fläche F von der Ordinatenachse abgerechnet wird, 
ist Const. —= 0. Ueber der Abseisse OC —ypV3 steht demnach 


dıe Fläche —/9°.3 
F= 1nV3 (3; —_ p)= 0. 





Fig. 46. *, Ein Rechteck MM, PıP (Fig. 46) dessen 
Basis MM, positiv und dessen Höhe MP 
negativ ist, hat zur Fläche das Product 
— MM,.MP, gilt also für negativ, wie dies 
auch durch seine entgegengesetzte Lage an- 
gezeigt wird. Dieselbe Bemerkung muss sich 
auf krummlinig begrenzte unterhalb der 
Abscissenachse liegende Flächen erstrecken, 
weil eine Fläche immer als Grenze einer 
Rechtecksumme angesehen werden darf ($. 64). 
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Dieses Resultat sagt, dass die beiden Flächen OAB und ACD 
gleich gross und von entgegengesetztem Zeichen sein müssen; man 
hat in der That für die erste Fläche wegen OA —: p: 

Fläcke OAB= — I —= —12.0B.04, 
“ was mit dem Archimedischen Satze übereinstimmt. Um die zweite 
Fläche ACD zu finden, rechnen wir in Nro. 6) die Fläche F vom 
Punkte A aus, so dass F für x = p verschwindet; dies giebt zur 
Constantenbestimmung 0 = — 1p? + Const., also 


_—L1ı a? 1m? 
F=}e(,, —? + 3P; 


für 2 = »V3 erhalten wir hieraus 

Fläche ACD — !p?, 
dem Werthe nach mit 0 AB übereinstimmend, dem Zeichen nach 
entgegengesetzt. Die algebraische Summe der Flächen OAB und 
ACD ist also Null, die arithmetische Summe = 39°. 


Einer ähnlichen Vorsicht bedarf es in dem Falle, wo die Curve 
sich sprungweise innerhalb der gesuchten Fläche ändert; auch hier 
besteht die Fläche aus zwei gesonderten Theilen, welche einzeln be- 
rechnet werden müssen. Wollte man z. B. die über der Abscisse 
x = 24 stehende Fläche der Curve 

| __bd 
Ta] 


ermitteln, so erhielte man ohne jene Rücksicht 


bb 
_— 3 — 
b mn am o_; tr Const., 
und weil vom Anfange der Coordinaten her F —= 0 wird für =0: 


————a (b und a positiv) 


— C t ‘ 








Die Unrichtigkeit dieses Resultates erkennt man schon daraus, 
dass die Curve keine negative Fläche haben kann, weil die Ordinate 
y stets positiv ist. Nun besteht aber die über der Abscisse <—=2a 
liegende Fläche aus zwei getrennten aber congruenten Theilen, in- 
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dem y für © = «a discontinuirlich wird und zux—=a + u und zu 
% = a — u immer dieselben Ordinaten gehören; die gesuchte Flä- 
che ist demnach das Doppelte der über der halben Abscisse —a — 0 
stehenden Fläche und letztere 


b3 vb b3 
ee ee: E-to-, 


also überhaupt unendlich gross und positiv; daher ist auch F— »,. 


8. 81. 


Quadraturen in Polarcoordinaten. 


Wenn die Gleichung einer Curve durch die Palarcoordinaten 
0OP=rZ£2POX=9 (Fig. 48) ausgedrückt und etwa in der Form 
Fig. 48, r — /(6) 
| dargestelltist, so kommt esdaraufan, 
die Sectorfläche AO P== 8 zu ermit- 
teln, welche von zwei, der Lage nach 
bestimmten Vectoren und der Curve 
begrenzt wird. Wächst nun 9 um 
2 POP, = 40, so nimmt Szu um 
die Sectorfläche POP, = 18; diese 
ist einem Kreissector vergleichbar, 
welcher denselben Centriwinkel und 

einen mittleren Vector OQ zum Radius hat, mithin ist 


48 =100°49 oder = —100. 








Hieraus ergiebt sich durch Uebergang zur Grenze für gleichzeitig 
gegen die Null convergirende 19 und 18 


Im 


FE 
folglich umgekehrt 
1) | S- ı /ra0 + Const. 


Die Constante wird durch die Bedingung bestimmt, dass S:— 0 
werden muss, wenn 0 den Specialwerth £ AOX erhält. Einige 
Beispiele mögen das Gesagte erläutern. 


a. Die Kegelschnitte. Als allgemeine Polargleichung die- 
ser Curven h: hat man ($. 24, S. 104) 
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ot 
1 + &cosd’ 


mithin 


do 
S= in) + & cos I)? + Oonst, 


wobei die drei Fälle &e < 1, & = 1 und & > 1 zu unterscheiden 
sind. 

Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, mithin &e <“ 1, so giebt die 
Ausführung der Integration ($. 77, Formel 16) 


EEE SE y:! — E01 ) p° e sind 
ren Ve) zarte 
wobei es keiner Constante bedarf, falls der Sector von der grossen 
Fig. 49. Achse an gerechnet wird (AFP= S), 

also gleichzeitig mit () verschwinden 
muss. Man kann der obigen Formel 
eine viel einfachere Gestalt verleihen, 
B wenn man 9 durch a und & aus- 
[N drückt und einen neudn Winkel ® 
einführt, der dadurch entsteht, dass 
die Ordinate MP (Fig. 49) verlän- 
gert wird, bis sie den mit @ beschrie- 
benen Kreis in Q@ schneidet, und JO 
o 2 A gezogen wird. Für ZA0Q= © 
ist nämlich 
00080 — a& — rcos0 
oder wegen a —= p : (l — &?) und vermöge des Werthes von r 
„s—E  co0 
1—22 1 ecos#’ 
daraus leitet man ohne Mühe folgende ‚Gleichungen ab: 
c080 — € V1-esino 


— sind = —————— 
1— £cosw’ 1—zcoo ’ 


1 — c050 l+: 
t = Yızad _ \YırE 1 
an; eos 1; tang®, 


mittelst deren sich ergiebt 


S=1aV1—2(®—ssino), 
wo aV 1— &? die kleine Halbachse der Ellipse bedeutet. Ist nun ® 


gegeben, so geschieht die Quadratur des Sectors $ auf die Weise, 
dass man erst & mittelst der Formel 





C 


cs0 —= 
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1 —E 
Ig — 1( 
1) tun3o = V: 7 zen) 
berechnet und nachher $ mittelst der Formel 
2) S = lab(w — E3in®). 


Die Fälle & — 1 und & > 1 gestatten eine ähnliche Behand- 
lung, die aber zu weniger eleganten Resultaten führt. 


b. Die Lemniscate. Aus der Gleichung ($. 106) 
Ä r? — a?cos20 
ergiebt sıch sofort 
3) S— la?sin29, 
wobei es keiner Integrationsconstante bedarf, wenn man den Sector 
mit 0 — 0 anfangen lässt, also = AOP setzt (Fig. 50). Für 
0 = 4m erhält man die Fläche eines Lemniseatenquadranten — 142: 
die ganze Lemniscate hat demnach dieselbe Fläche wie ein über 0A 
construirtes Quadrat. 
Fig. 50. Fig. Bl. 





c. Die Kreisevolvente. Betrachtet man den Wälzungs- 
winkel AOQ== o@ als unabhängige Variabele, so gelten die auf 8. 107 
entwickelten Formeln 


o? 
r: = a?(l1 + 02), = 774° 
und nach diesen ist, wenn man unter $ den mit @ gleichzeitig ver- 
schwindenden Sector A OP versteht (Fig. 51), 
4) S = 14203, 
Um diesem Ausdrucke eine geometrische Bedeutung unterzulegen, 
errichten wir im Endpunkte des Vectors auf diesem eine Senkrechte, 
welche die verlängerte OQ in R schneidet; es ist dann PQ = ao, 
QR = a0}, mithin der Sector AO gleich dem dritten Theile der 
Dreiecksfläche POR. 

Aendert sich der Radiusvector irgend einer Curve sprungweis 
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innerhalb des zu quadrirenden Sectors, so besteht letzterer aus zwei 
oder mehr getrennten Sectoren, deren Flächen einzeln zu berech- 
nen sind. 


8. 82. 


Näherungsweise Quadraturen. 


Unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten sei (in Fig. 52) 
AB die Basis einer Curvenfläcke ABDC, OM =x irgend eine 


Fig. 52. 





oO G A MM, B 


Abscisse und MP = y= f(x) die zugehörige Ordinate; theilen wır 
ABin» gleiche Theile und ziehen durch jeden Theilpunkt eine 
Ordinate, so zerfällt die Fläche ABDC = U in n Streifen, die sich 
auf verschiedene Weise näherungsweis quadriren lassen. 

Das Einfachste ist, die genannten Streifen als Rechtecke zu 
betrachten, welche den »ten Theil von AB zur gemeinschaftlichen 
Basis und die verschiedenen Ordinaten zu. Höhen haben; setzen wir 
— AB — h und bezeichnen die Ordinaten, welche den Abscissen 
0A, OA + h, OA + 2h etc. entsprechen, der Reihe nach mit %,, 
Yı, Ya etc., so erhalten wir folgende Näherungsformel 


1) U=ehytyı tyat + Yoı). 


Eine etwas grössere Genauigkeit wird dadurch erreicht, dass 
man die einzelnen Streifen als Trapeze berechnet,, was darauf hinaus- 
kommt, die n einzelnen Stücke des Bogens COPD als gerade Linien, 
mithin den Bogen selbst als gebrochene Linie anzusehen; dies giebt 
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Um net! + en ı a nn + Yn 


und bei gehöriger Zusammenziehung 
2) U—hly tyı ty ++ Yu + 3y). 


Bedeutend grösser wird die Annäherung, wenn man die ein- 
zelnen Stücke des Bogens ÜPD als krumme Linien, und zwar am 
einfachsten als parabolische Bögen ansieht. Zu diesem Zwecke nimmt 
man für % eine gerade Zahl und denkt sich die Endpunkte je drei 
auf einander folgender Ordinaten 


. Yo Y1 Y25_ Ym Yo Ya5 Yu Y5 Yo; etc. 


durch Parabeln verbunden, deren Achsen parallel zur Y-Achse lie- 
gen*), Die Fläche U besteht dann aus 3» parabolischen Doppel- 
streifen, welche nach Formel 3) in $. 80 leicht zu quadriren sind; 
man erhält 


UT=ıhy+iyıt9y) tik tiv ty) + --- 
oc + Ihlyma + 4yn-ı + Yu) 
oder 
3)) Tery, +4yı ty + ++ M-ı) 
+ 2% ty +Y+ tu) + Yalı 


welche Formel unter dem Namen der Sımpson’schen Regel be- 
kannt ist. 

Um den Genauigkeitsgrad der Formeln 1), 2)und 3) beurtheilen 
zu können, untersuchen wir noch, zwischen welchen Grenzen der 
Fehler liegt, den man bei Anwendung der genannten Formeln be- 
geht. Nennen wir F'(z) die Fläche, welche von der festen Ordinate 
GH bis zu irgend einer Ordinate MP = y== f(x) reicht, so ist 
der Flächeninhalt des zwischen den Ordinaten f(x) und f(x + h) lie- 


*, Die Möglichkeit dieser Construction erhellt auf folgende Weise. 
Die Gleichung einer Parabel, deren Achse || O Y liegt, ist im Allgemeinen 
(— oe)? 

q 
wobei «a, ß die Coordinaten des Scheitels sind, und g den Parameter 
bezeichnet. Soll diese Parabel durch drei gegebene Punkte Ey’, Em 
£,ng gehen, so müssen «, f, q den drei Gleichungen 
(du — e)? _:_ Ge a _ &-e) 

q ‚ Pp= q _ Na pP= q 
genügen; diese liefern aber jederzeit reelle Werthe für a, 8 und g. 


= 


’ 


n"—-ß= 
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genden Streifens = F(z-+h) — F(z); nach dem Taylor’schen 
 Satze hat man ferner bei einstweiliger Weglassung des Restes 

F@+h) — Fo) = hF(e) + IM F*o) + IB") + - -- 
oder, weil F’(x) = f(x) ist, 

Fla+h) — Flo) = hf(a) + 1a) HR") + - - - 
Als Inhalt des Trapezes, dessen parallele Seiten f(x) und f(x + Rh) 
sind, und welches A zur Höhe hat, ergiebt sich 

shlfe) + fa +M)=hf@) +3R fa) +4) + -- 
mithin als Differenz beider Flächen 
Fl +1) — Fo) — ihlf@) + f@+h)} 

— — In2{hf"(X) + 3R2f"(a) + Erf (a) + - -]- 

Die eingeklammerte Reihe stimmt in ihren beiden ersten Gliedern 
überein mit der Entwickelung 
fe +) - Fo) =hf"(@) + 3hf" (a) + IR) + ---, 
daher ist durch Addition 
Fa +h)— Fa) -Yl/@)+fe@+h) +5W® La +mM) —S'(@) 

— nf) + Ah) + -- 
Um die Summe der noch übrigen Reihe direct zu finden, setzen wir 
4) 9)=Flaet+l) — Fl) — zhlfl@) + /@+h)] 

+ 3r[/'(«+h) — Sf (@)] 

und differenziren diese Gleichung mehrmals in Beziehung auf %h; dies 
giebt 

ph) =zlfe th) — fr] — ahl2f(e+h) + f@)] 

+ 5Rf"(c@+h), 

9" (h) =; ae +) — Fa) — ahf"(c+h) 

+ hf" (@+ h), 

9") = ZW fV(a + h) 

Unter der Voraussetzung, dass die Functionen F(z), F’(2) =/f (8). 
f(e), ... f'’(e) stetigund endlich bleiben von e=x bis s=xr + h, 
sind p(h), Y'(h), P"(h) und @”'(h) gleichfalls continuirlich und 
endlich von A = 0 bis k = h, und dann lassen sich die Formeln 


2) und 3) auf Seite 207 ın der Weise anwenden, dass man a = (), 
n — 3 setzt und @ statt / schreibt, wodurch entsteht 
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ph) = P(0) + hp’(0) + 3629" (0) 
| Ylh) — Y(0) (1 m AH CLIT 
4, ya Ze ar En 
V(9h) 
Nimmt man die willkürliche Function Y(R) —= f""(@-+ h), wo nun 
f(x + h) keinen Zeichenwechsel erleiden darf, während A von 0 
bis A wächst, und beachtet man ferner, dass $(0), @'(0), $”(0) ver- 
schwinden, so erhält man 


p(h) = u, 


EDIT + I" (a 


1 
Das Maximum von {1 — 9)?9? ist is’ daher kann 


6) pl) = —— [f" @ +) —f" (ar! 
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gesetzt werden, wo & einen nicht näher bekannten positiven echten 
Bruch bezeichnet. Durch Vergleich von Nro. 4) mit Nro. 5) ergiebt 
sich nun folgendes Resultat 


F(@ + 1) — Pl) = !n[f(r) + f@ + h)] 
— „hr[f(e+h) — f'(e)] 
+ EM" +) — f"(&)) 
worin die beiden letzten Summanden rechter Hand die Differenz 


zwischen dem Flächenstreifen und dem Trapez angeben. 


Wir nehmen der Reihe nach 2 =a, a + h, a + 2h,.. 
a -+ (n—1)h und addiren alle entstehenden Gleichungen; die 
Summe ist 
7) F(a-+nkh) — Fa ' 
= hlafla) + +fa +h) +... + fla+n— ih) + g/(a + nh)] 
12a Fl) — (a) + zu; 


dabei wurde zur Abkürzung gesetzt 


9) S=alf"a+ N) —F" (al +a "(a +2M "(+ m] +-- 
+ 1lf(a+ nk) — f"(a+n— IH), 


und es bedeuten hierin &, &ı,- » . &n—ı nicht näher bestimmte po- 
sitive echte Brüche. Zur Gültigkeit der Formel gehört ferner, dass 
f'(<) vonz=abis&=a -+ nh keinen Vorzeichenwechsel er- 
leidet, also f""(x) entweder nur wächst oder nur abnimmt. Eben- 
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desshalb beträgt S weniger als Dasjenige, was aus Nro. 8) für 
& =&-.. == &..1 — 1 hervorgeht, d. h. man kann 


9) 8 = gLf"(a+nh) — Sf" (a)] 


setzen, wo E einen positiven echten Bruch bezeichnet. 





Db— 
Istnun a + nh = b, mithin k — - —, so repräsentirt die 


linke Seite von Nro. 7) den genauen Werth der Fläche U, welche 
zwischen den Ordinaten /(a) und f(b) liegt; rechter Hand ist (a) 
= y„S(a+h) = yı u. 8. w., also 


10) UT=hly tyıt ya +: +9 + 3y) 
ff lo) + u oh'Lf"(d) — f"" (a))- 


Der Vergleich mit Nro. 2) zeigt, welche Correction für eine genauere 
Rechnung nöthig ist. Sollte die Bedingung, dass f!Y(x) von z = a 
bis x = b sein Vorzeichen behalten muss, nicht erfüllt sein, so kann 
man die Fläche leicht in kleinere Stücke so zerlegen, dass innerhalb 
jedes einzelnen Stückes die genannte Bedingung erfüllt ist. 

Um den Genauigkeitsgrad der Simpson’schen Regel kennen 
zu lernen, benutzen wir wieder die Formel 7) und zwar auf zweierlei 
Weise. Zuerst nehmen wir » —= 2m und bezeichnen den entspre 
chenden Werth von e mit e,; nachher lassen wir in Nro. 7) m an 
die Stelle von 2 und zugleich 2h an die Stelle von %k treten, wobei 
0: der zugehörige Werth von E sein möge; die zweite Gleichung 
subtrahiren wir von dem Vierfachen der ersten Gleichung und divi- 
diren den Rest durch 3; es ist dann 


F(a+2mh) — F(a) 
— Ih[f(a) +4/(a+h) +4f(a+3h)-+H ---+4fla +2m— 1h) 
+2/(a+2h)+2f(a+4h)-+--- +2/la + 3m— En) 
+ f(a+ 2 mh)] 
+ 355(0ı — Q2)htLf"(a+2mh) — f""(a)] 
oder auch, wenn n für 2m geschrieben wird 
11) U=lııyv + 4yı +% 49% ++ 9-1) 


+ 2(y +Y +Y+°°°+ Yn-2) + Yn] 
+ mehLf) - Fa) 


worin E einen positiven oder negativen echten Bruch bezeichnet. 
Der letzte Ausdruck liefert für 0&= — 1 und g= + 1 die Grenzen 


Cap. XIV. $. 83. Rectification ebener Curven, etc. 385 


zwischen denen der bei der Simpson’schen Regel begangene Fehler 


liegt. 

Die Formeln zur näherungsweisen Quadratur enthalten zugleich 
die Mittel zur näherungsweisen Berechnung bestimmter Integrale, 
weil nach $. 64 die Fläche ABDC — U durch das bestimmte 


Integral 
b 
Jr@4 


ausgedrückt wird. 


$. 83. 


Rectifieation ebener Curven in Parallelcoordinaten. 


Bereits im $. 20 wurde gezeigt, dass ein Curvenbogen PP, um 
so eher mit der gleichnamigen Sehne verwechselt werden darf, je 
näher die Punkte P und P, an einander liegen, und dass folglich, 
wenn arcCP = 3 gesetzt wird, bei rechtwinkligen Coordinaten 


1) ds = V da? + dy? 


ist; nach demselben Prinzipe erhält man bei einem schiefwinkligen 
Systeme, dessen Coordinatenwinkel Y- heissen möge, 


2) : ds —= Vda? + dy? + 2dxdycosy. 
Gewöhnlich betrachtet man x als unabhängige, y als abhängige Va- 
riabele und schreibt demgemäss ' 
ay _ _ dr. 
IT Wa yas; 
die Formel 2) wird dann 


ds—= Vi1+y?2+ 2 cosyde, 
und daraus folgt durch Integration 


3) 8 -/ Vi+y®:+ 2y' cosydae. 


Die willkührliche Constante bestimmt sich dadurch, dass man fest- 
setzt, von welchem Anfangspunkte C aus der Bogen s gerechnet 
werden soll; es muss nämlich s=0 werden, wenn für x die Abscisse 
des Punktes Ü genommen wird. 


Schlömilch, Analysis. I. ” 25 
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a. Die Parabel. In Beziehung auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem, dessen Anfang der Scheitel und dessen z-Achse die 
Scheiteltangente ist, lautet die Gleichung der Parabel 


und nach Formel 3) 


_— U 1 +(&) — —[Vr+ Fa 
oder bei Ausführung der Integration 
= — jeVr ta + iplla+ Vp® tan) + Const.]- 
Wenn der Bogen im Scheitel anfangen soll, so muss 8 = 0 werden 
für x = 0; dies giebt 
iptl(g) + Const.| 
und durch Elimination der Constante 


N jet 


3 
I 
» +p 


b. Die Ellipse. Unter Benutzung des gewöhnlichen Coor- 
dinatensystems hat man 


b bz 
— —V 3__ 2? VD un 
y= m Ga u. Y aVa! — 22’ 


und wenn zur Abkürzung die numerische Excentricität 
V a? — b2 6 
= 

gesetzt wird, so findet sich leicht 


a? — 222 
5) = /) gr AR 


In geschlossener Form lässt sich diese Integration nicht ausführen, 
und daher muss man 8 durch eine unendliche Reihe darstellen. Be- 
nutzt man zur Vereinfachung die Substitution & —= af, so wird 


»=a/) a, 


und hier lassen sich alle die Transformationen anwenden, welche in 
8. 74, b. gezeigt wurden. So ist nach Formel 6) 





0o— 1 
p 


ua) 
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2 _ U a 1 5 u 1.80 5_ 
a mn 5,7 gg ’ 
_ m—1) m, — anVyı—a 


OD, = arcine, Um 
m 


oder vermöge des Werthes von & 


m—]1 zm—ıV a? — 22 





ü x 
U, = arcsin —, Ua = Un_a — —————  — 
Y a RT mam+ı Ä 


Fig. 53. 


Versteht man unter s den vom 
Endpunkte der kleinen Halbachse an 
gerechneten Bogen BP (Fig.53), so 
müssen x und 8 gleichzeitig ver- 
schwinden; nun ist für 2 = 0 
G=0, u, =0, U =9..... 


mithin Const. = 0, daher 





[e) 
_ GG, 10, 13% ,_ | 
6) e=o|n- Ze ga Tnae. Ir 


Zur praktischen Berechnung werden die Formeln für U,, TU, etc. 
bequemer, wenn man den Winkel COQ = 9, die sogenannte Am- 
plitude, einführt; es ist dann x = asinp, & = sinp, mithin 


n=—, e=a | Vi-eeingäg, 


7) " . 
m—1) Una — sin""1Ip cos 
U) — o , Um == (m — 1) Unna — En? BR 9 o 
Fürrze=a,$=1,9=1# erhält man die Länge des Ellip- 
senquadranten, welche E heissen möge. Die Werthe von U,, U,, U 
etc. gestalten sich dann sehr einfach, nämlich 


ı 1 1 x 

L=: DID=Z—UL-77: 

3 1.3 x 1.3.5 x 
n=7Ihergg: "eg ten 


folglich ist nach Nro. 6) 

1 \2 8 1.3\? e® 1.3.5\2 88 
9) z=}rajl -5) 76% 2) 
Auf ähnliche Weise lassen sich die übrigen in $. 74, b. entwickelten 


Formeln benutzen, um Reihen für s oder E zu gewinnen. 
25* 
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c. Die Hyperbel. Geht man von den Gleichungen 


— b x3 — a? — bx 
dr er 
aus und setzt 
V a? + b? 


a 


&? 2? — a? 
_— /Y gr 48 
a? 


Diese Gleichung transformiren wir durch Einführung eines Hülfs- 

Fig. 54. winkels, der auch bei der Construction 
der Hyperbel gute Dienste leistet (Fig. 
54). Beschreibt man nämlich um den 
Mittelpunkt der Curve zwei concentri- 
sche Kreise mit den Radien OA = a, 
OB=AC=b, zieht ferner irgend 
einen gemeinschaftlichen Radius OUYV 
unter dem Winkel AOU=% und legt 
ferner in U und Y an jene Kreise die 

Tangenten UM, VN, so ist 

OM=x=ausecy, und die Gleichung 
der Hyperbel giebt y —= btany, d.h. 


= E&£, 


so erhält man 








Bi MP NV; ferner wird 
2 
s=a/V Fame wenn Zu em _ 2 n. 
=’ 





Wegen & > 1 ist der Quotient <{1 und daher kann folgende 


Reibenentwickelung vorgenommen werden: 
dv 1 cos? 1 costıb 
S = € — em ment: eben  SEBnS mm un u 6 6 0 oo 
el 2 8 2.4 
Setzt man zur Abkürzung 


VYm = [ cos"ydv, 
so wird durch Integration der einzelnen Glieder 


ea jlonsi + stany — ZT ya 


und zwar geschieht die Berechnung der Integrale P,, Y,, V; etc. 
nach folgenden Formeln: 
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nun, m TE Hm N Fncs, 
wie man mittelst der fünften Gleichung in $. 77, Nro. 3) leicht fin- 
det. Rechnen wir den Bogen s vom Scheitel der Hyperbel aus, so 
wird s=0 firrxz=a, d.h. fürd = 0; in diesem Falle ver- 
schwinden alle V und es wird Const. = 0, mithin 

LZ 1 % 1.3 9, 

2€ 2 48° 2.46E5 


Die Verlängerung der Ordinate MP schneidet von der Asymp- 
tote eine Strecke OQ — z ab, deren Grösse ist 


Va: 2 

2 = rt, = E10 = assech; 

vermöge der goniometrischen Formel 
sech — tany —= tanz — 1Y) 
erhält man als Differenz zwischen OQ und arcAP 
2 — 8 = astanl!n — }ı)) 
[47 1 [2 1.3 V ) 
rettet 

Bei unendlich wachsenden x convergirt gegen die Grenze #r, zu- 
gleich wird Ä 


7 1 In 1.3 x 
n=y. h=-Zh=7y. her 
mithin 
1 
11) Um@— 9) = 46): zer Ar 
Fig. b5.. Kurz ausgedrückt, ist kemnach der 


Unterschied zwischen der ganzen 
Asymptote und der ganzen Hyperbel 
eine Linie von endlicher Grösse. 


d. Die Cyceloide Wie in 
8. 21 sei der Scheitel C der An- 
fangspunkt rechtwinkliger Coordi- 
naten (Fig. 55); es ist dann 


V: + 
y— zz ® 


2a 
/V a — 23V 2ax + Const. 
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Rechnet man auch den Bogen s vom Scheitel aus, so müssen 8 und & 
gleichzeitig verschwinden; dies giebt Const.— 0 und 


12)  8—=2V2ar, " 

was sehr leicht zu construiren ist. Für » = 2a folgt, dass die 
obere Hälfte der Cycloide dem vierfachen Halbmesser, also die ganze 
Cycloide dem vierfachen Durchmesser des erzeugenden Kreises an 
Länge gleichkommt. 


8. 84. 


Rectifilcation ebener Curven in Polarcoordinaten. 


Nach Formel 7) in $. 23 wird das Bogendifferential einer auf 
Polarcoordinaten r und 0 bezogenen Curve durch die Formel 


1) ds = V (rd0)? + ar? 
ausgedrückt, welche in dem Falle, wo 0 die unabhängige Variabele 
ist, zur folgenden wird 


2) ds—=Vr: + r?d0. 


Durch Integration ergiebt sich hieraus 


3) gs — Vr: + r'2d9; 


Fig. 56. die willkührliche Constante des In- 
tegrales wird hier durch die Bedin- 
gung bestimmt, dass s = 0 werden 
muss, wenn Ö denjenigen 'speciellen 
Werth (Z AOX in Fig. 56) erhält, 
welcher dem Anfangspunkte des Bo- 
gens entspricht. 


& Die Spirale des Archi- 
medes hat zur Gleichung 
4) r=uad, !=a, 





mithin ist 
s=a/V6H? + 149, 


oder 


6) s=1$Vı+9 +1 +Vı+ 9), - 


wobei es keiner Constanten bedarf, wenn 0, r und 3 gleichzeitig 
verschwinden sollen. 
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„ b. Die Cardioide wird durch folgende, geometrisch leicht zu 
construirende Gleichung ausgedrückt 
6) —=b(1+4c00s0),, "= — bsind; 
es ist daher 


e—b / V2(1+c0s0)d0 = 2b | c0s10 40 


oder 

N) 8 — 4bsini0; 

eine Constante ist nicht hinzuzufügen, wenn 8 = 0 werden. soll für 
. 0=0. Für 0 = ergiebt sich die Länge der halben Cardioide 


= 4b, mithin die Länge der ganzen Curve — 8b. 


c. Die Kreisevolvente hat nach $. 24, VII. zwei Gleichungen, 
aus denen folgt | 
| Fig. 57. ’ ao do 
"yıto ' 
00? 
rdd = Vi r 0199: 
ds = avodo; 

lässt man den Bogen 8 im Punkte A 
anfangen, so wird 
8) s = 300}, 
d.h. arcAP = 3QR in Fig. 57. 





Na NT 


DL En  — u 


8. 85. 


Rectification doppelt gekrümmter Linien. 


L In Beziehung auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem ist 
nach Formel 5) in $. 25 . 


1) ds = Vdx? + dy? + des; 


denkt man sich die Curve durch ihre Projectionen auf die Ebenen xy 

und x# dargestellt, so wird sie durch zwei Gleichungen von den Formen 
=op(R), 2 = %(e) 

ausgedrückt, worin x die unabhängige Variabele ist, und dann geht 

die Gleichung 1) über in 


de— Vıiry?+ da. 
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Hieraus folgt augenblicklich 


2) s= /Vi+y?+72dr; 


Fig. 58. die Integrationsconstante bestimmt 
sich durch die Bedingung, dass 
s == 0 werden muss, wenn für 
‘& die Abscisse des Bogenanfanges 
gesetzt wird. 

| Beispielsweis betrachten wir 
den Durchschnitt eines vertical 
stehenden parabolischen und eines 
senkrecht dagegen liegenden cy- 
cloidischen Cylinders (Fig. 58). 
Für OL=xa, LM=y, LN 
= MP = 3 ist nämlich | 








x 
wobei b den Abstand des Brennpunktes vom Scheitel der Parabel be- 
zeichnet; daraus folgt 


s= 142 + 28 20a, _ Yaor 
— 2Vea+de, 


und hier ist keine Constante hinzu- 
zufügen, wenn unter s der Bogen 
OP verstanden wird. Die geometri- 
sche Bedeutung des Werthes von 8 
„erkennt man leicht. 
II. Nicht selten ist der Gebrauch 
eines gemischten Coordinatensyste- 
mes vortheilhaft, welches dadurch 
entsteht, dass man zwei der reaht- 
winkligen Coordinaten x, y, 2 in Po. . 
larcoordinaten umsetzt und die dritte Coordinate ungeändert lässt. 
Denken wir uns (Fig. 59) den Radiusvector O.P auf die zy-Ebene 
projicirt und bezeichnen diese Projection ON mit % und den Win- 
kel NOX mit %, so haben wir 


7= 


oder 
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3) % = u00s%, Yy= usiny, 
dx? + dy? = (ud)? + du, 
während z ungestört bleibt; die Formel 1) wird dann zur folgenden 


4) ds =V (ud)? + dur + dee. 

Substituirt man die unter Nro. 3) angegebenen Werthe von x 
und y auch in die Gleichungen der Curve, so erhält man zwei neue 
Gleichungen zwischen %, X, z; eine dieser neuen Coordinaten wählt 
man zur unabhängigen Variabelen und drückt die anderen durch 
diese aus, so dass die Formel 4) rechter Hand nur eine Variabele 
enthält und nachher integrirt werden kann. 

Als Beispiel diene der Durchschnitt eines Rotationskegels mit 
einer Schraubenfläche, wobei vorausgesetzt wird, dass die Achsen 
beider Flächen mit der z-Achse zusammenfallen. Nennen wir 7 den 
Winkel zwischen der Kegelseite und z#-Achse, c den Parameter der 
Schraubenfläche, so haben wir in rechtwinkligen Coordinaten 


x? + y? —= e?ttan?y, = — tan = 
und in gemischten Coordinaten 
.£ 
u= etany, = tm, 


wo m eine beliebige ganze positive Zahl bezeichnet. Hieraus folgt, 
wenn # als unabhängige Variabele betrachtet wird, 


VEN VE 
ds -y (ee) + tan?py +1.de 


ds = tr Verkd, k-- 


siny 
und durch Integration, indem man festsetzt, dass s und 2 gleichzeitig 
verschwinden sollen, 


1 (eV ir L (+ Ve HN acy 


oder kürzer 





2 


Wie man aus $. 83, Formel 4) sieht, lässt sich 8 mit dem Bogen 
einer gewissen Parabel vergleichen. 

II. Um endlich eine Formel zu gewinnen, worin die gewöhn- 
lichen Raumpolarcoordinaten vorkommen, setzen wir den Radiusvec- 
tor OP == r und bezeichnen mit T seinen Neigungswinkel gegen die 
xy-Ebene (/PON = r); wir haben dann 

u==rcost, 2=rsint 
du? + de? = (rdr)? + dr? 
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mithin statt Nro. 4) 


5) ds = V (rcost dy)? + (rdr)? + dr, 


wie sich auch direct aus der Bemerkung ergiebt, dass ds als die 
Diagonale eines Parallelepipedes gelten kann, dessen Kanten rcost dx, 
rdt und dr sind. Zum Uebergange von &, 9, £ zu r, 4, T dienen 
die Formeln 


6) &.= 10081 008%, y=rcostsiny, 8 —=rsint; 
aus den Gleichungen der Curve in rechtwinkligen Coordinaten erhält 
Fig. 60. man mittelst derselben zwei Glei- 


chungen zwischen r, T, %, wobel 
man eine der letzteren Grössen 
als unabhängige Variabele be- 
trachtet. 

Als Beispiel nehmen wir den 
Durchschnitt einer Kugel mit 
einem vertical stehenden Oylinder, 
dessen Directrix eine Archimedi- 
sche Spirale ist (Fig. 60), Die 
ursprünglichen Gleichungen mö- 
gen sein 





at y + ea, u=by 
in räumlichen Polarcoordinaten ist dann 
r—=0, acost =by, 


folglich, wenn r als unabhängige Variabele angesehen wird, 


,. 2 
asin2r\? 
e=a/V( ab N +1.ar. 


Rechnet man den Bogen vom letzten Curvenpunkte D aus, so 
muss die Integrationsconstante so bestimmt werden, dass 8s=0 wird 
für 7 = 0. Das Integral ist übrigens leicht in eine Reihe zu ver- 
wandeln; mittelst der Substitution r — 1 erhält man nämlich 


asın © VI Mcosiod 
-1,/V (ey }ı + 1do =) 1—A?cos!o do, 


wobei zur Abkürzung 


und 








17) 


Vorym 
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gesetzt wurde. Da Acosm immer ein echter Bruch ist, so lässt sich 
die unter dem Integralzeichen vorkommende Wurzel mittelst des bi 
nomischen Satzes entwickeln; indem man die Bezeichnung 


2, = |] cos" odo 
einführt, erhält man 
a 1 1 a 1.3 26 | 
ar T 77 Is Ball ass Bam Tor aa Bu Fr rate BE 
(n— 1), + sin m cos Io 


a =o®, = n 


Für r = 1x mithin @ = x findet man die Länge des ganzen 
Durchschnittes DC, und zwar ist sie einerlei mit der Länge des 
Ellipsenquadranten, welcher aus den Halbachsen 

aV a? + 42 
hy — und @ 


construirt werden kann. 


” 8.86. 
Die Cubatur begrenzter Volumina. 


‚Bereits in $. 1 wurde gezeigt, dass der Differentialquotient 
eines Volumens, welches sich längs der x-Achse erstreckt, nach 
x genommen, der am Einde des x befindliche Normalquerschnitt 
desselben ist; bezeichnen wir demnach mit Vein derartiges Volumen 
und mit U den genannten Querschnitt, so haben wir die Glei- 


chungen 
av =, dV = Udiz, 
ds 


und hieraus folgt 


1) v=/ van 


Die Integrationsconstante bestimmt sich dadurch, dass man fest- 
setzt, von welchem auf der x-Achse senkrechten Schnitte an das Vo- 
lumen gerechnet werden soll; es muss nämlich Y sich annulliren, 
wenn für x die Abscisse des Anfangsquerschnittes genommen wird. 
Als Beispiele mögen die Flächen zweiten Grades dienen, 

a. Das Ellipsoid hat bekanntlich die Gleichung 


= 
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der Querschnitt am Ende von x, senkrecht zur x-Achse gelegt, ist 
hier eine Ellipse mit den Halbachsen n Va?— x? und Z Var—z3, 
daher 
__be,, 9 
— a 77 (a? — 2). 
Nach Nro. 1) findet sich 
| bc 
2) ‚= n—, (a’% — 129), 


wobei es keiner Constante bedarf, wenn das Volumen von der yz-Ebene 
an gerechnet wird, d. h. für x — 0 verschwindet. Die Formel 2) 
giebt dann das Volumen einer Zone, welche in der Richtung der x 
die Dicke x besitzt. Für x = a wird daraus das halbe Ellipsoid 
—3#rnabe; das Volumen des ganzen Ellipsoides ist demnach—$r abe, 
d. h. gleich dem Volumen einer Kugel, welche das geometrische Mit- 
tel aus den Halbachsen a, b, c zum Radius hat. 

b. Das einfache Hyperboloid drücken wir durch die Glei- 


chung | 
| 2\2 y ) ( \' _ 
(2) + ( cl 1 
aus und suchen das Volumen der Zone von der Höhe 2. Der Hori- 
zontalquerschnitt am Ende des z ist eine Ellipse aus den Halbachsen 


— Vec?-+ 22 und > V c?-+22, daher 


U=xr 7 (c? + 2?) 
und nach Formel 1), wenn x durch z ersetzt wird, 
ab, 
3) v=27 (2 + 123). 


Für 2== c ergiebt sich, dass die Zone von der Höhe c das 
Volumen $ abc besitzt. Construirt man überhaupt aus den drei 
Halbachsen a,b,c einen elliptischen Kegel X, einen elliptischen Cylin- 
der C, ein Halbellipsoid. E und die vorhin erwähnte hyperboloidische 
Zone H, so gilt für die’ Volumina dieser Körper die Proportion 

K:E:C0:H=1:2:3:4; 
der bekannte Satz des Archimedes repräsentirt hiervon den speciellen 
Fall a=b== c mit Weglassung von H. 
c. Das getheilte Hyperboloid bat zur Gleichung 


+ 
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und sein Horizontalquerschnitt in der Höhe z > c ist eine Ellipse 
mit den Halbachsen — Vs?—c? und > Ve? — c?, daher 


ab 
und nach Formel 1), wenn # für x geschrieben wird, 
vg = (Aa? — cz + Const.). 


Rechnen wir das Volumen vom Scheitel der Fläche aus, so muss 
V= 0 werden für 2 == c; daraus folgt Oonst. — 3c®, 


4) V=n — de? — e?s + 208), 


und nun bedeutet Y das Volumen einer Kappe von der Höhe e— c. 
Für z = 2c ergiebt sich, dass die Kappe von der Höhe c das Volu- 
men & abc besitzt. | 
d. Das elliptische Paraboloıd hat zur Gleichung 
x? y? 


sein Horizontalquerschnitt in der Höhe 2 ist eine Ellipse mit den 
Halbachsen YV 2a@2 und V 2bz, daher U—= 2xV ab . 2 und 

5) v=aVab.e—iUe. 

wobei es keiner Constante bedarf, wenn unter Y das Volumen einer 
Kappe von der Höhe 3 verstanden wird. Dieses Volumen kommt 
der Hälfte des umschriebenen elliptischen Cylinders gleich; hierin 
liegt das stereometrische Seitenstück zu der von Archimedes ge- 
gebenen Quadratur der Parabel. 


e. Das hyperbolische Paraboloid mag durch die Gleichung. 


charakterisirt werden; sein Querschnitt, in der Entfernung x sonk- 
recht zur x-Achse gelegt, ist eine Parabel, von welcher die xy-Eibene 
ein begrenztes Stück abschneidet. Betrachten wir nur das über der 
xy-Ebene liegende Volumen, so ist U jenes Stück und 


mithin 


6 V=- —=ı 
) 6 aVa 
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Das oberhalb der xy-Ebene vom Scheitel bis zum Querschnitte 
U reichende Volumen beträgt hiernach ein Viertheil des umschriebe- 
nen parabolischen Cylinders. 

Sehr einfach gestaltet sich die Formel 1) in dem Falle, wo die 
Begrenzungsfläche des Volumens durch Umdrehung einer ebenen 
Curve um die x-Achse entstanden ist. Der Querschnitt U bildet 
dann einen Kreis, der die Ordinate der Curve zum Radius hat, und 
wenn wir diese zur Abscisse x gehörende Ordinate wie gewöhnlich 
mit % bezeichnen, so haben wir U = zy? und 


7) va /yan 


Im Fall der Abscisse x zwei Ordinaten y, und 9, > yı ent- 
sprechen, welche entweder zu derselben Curve oder zu zwei verschie- 
denen Curven gehören können, so beschreibt bei der Umdrehung die 
Strecke % — %ı einen Kreisring, dessen Inhalt U = z(y} — y/) 
ist; das Volumen des ringförmigen Rotationskörpers bestimmt sich 
dann durch die Formel 


8) r=a/w-wdda 


Als Beispiel diene die Cubatur des Körpers, welcher entsteht, 
wenn ein mit dem Radius a beschriebener Kreis um eine Gerade 
gedreht wird, deren Entfernung vom Kreismittelpunkte = c ist. 
Nehmen wir die Drehungsachse zur x-Achse und lassen die y- Achse 
durch den Kreismittelpunkt geben, so haben wir als Gleichung der 


rotirenden Curve 
y=c+Va—ı. | 
Fig. 61. Dabei sind die Fälle zu unterscheiden, ob 
die Drehungsachse ganz ausserhalb des Kreises 
liegt oder ihn schneidet, d.h. ob ce > a oder c 
<a ist. Im ersten Falle (Fig. 61) sind alle 
Querschnitte Kreisringe mit den Halbmessern 


Y%-C + \ a—ı, ı=t— a— a, 


mithin ist nach Formel 8) 


V=4n e [Vo—aidz 





oder 
v=22 ec („Va + atarcsin )- 


Einer Constanten bedarf es nicht, wenn man das Volumen von 
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© —= 0 ab rechnet. Für x = a ergiebt sich der Inhalt des halben 
Ringes —= x?a?c, mithin als Inhalt des ganzen Ringes 
9) R= 2m? ac. . 

Fig. 62. - Im zweiten Falle, den Fig. 62 zeigt, 
sind die Querschnitte theils Vollkreise theils 
Kreisringe, je nachdem x weniger oder 
mehr als O.D beträgt; der ganze Rotations- 
‚körper besteht daher aus zwei Theilen, wel- 
che einzeln zu berechnen sind. Für den 
ersten Theil ist 


yz=(c + Va—a:, 


IR mithin nach Formel 7) 


— u /(a +02— 22 +2cV a? —a2)de 


oder durch Ausführung der Integration und Zusatz der Bedingung, 
dass V und x gleichzeitig verschwinden müssen, 


‚= (a + )a— a + czV a? — 2? + a?carcsin 2|. 


Hieraus ergiebt sich das Volumen der von der Fläche BODE be- 
schriebenen Zone Z, wenn man für & seinen grössten Werth 


— V 0? — ce? 


setzt; nach gehöriger Zusammenziehung findet man 


zn eertTV Ze Vezel, 
u 3a a 





+ a?carcsin 


Um zweitens das vom Segmente DEAD beschriebene Volumen 
zu ermitteln, haben wir in Formel 8) 


Y=c+Va—ı, n=ce—- Ve—ı 


zu nehmen, wodurch 
‚= axc(® Va?— x? + atarcsin - + Const.) 


wird, und die Constante so zu bestimmen, dass Y verschwindet, wenn 
x seinen kleinsten Werth OD = V a2— c? erhält; dies giebt 


0= 2mo)e VaZE + ataresin "F_® —E + Const.| 


und durch Subtraction von der vorigen Gleichung 





v= 2x(cxV a— 72 — c?V a? — c?) 


9 x . a? — c? 
+ 2ra?c\ arcsin zZ — resin ———) 


Für @—=a erhält man das vom Segmente DEAD beschriebene 
Volumen - 


" , V a? — e? 
Y, = na? — x|20° Va?—c? + atcaresin Veze| . 


Das Doppelte von Z + Y, giebt den Inhalt des ganzen Wul- 
stes; führt man noch den Winkel OCD —= y ein, indem man 


V a? — c? 


a 





= siny 


setzt, so findet man 
10) W= 2na?tc(x —y) + 3ra(2a? + cNsin y. 

In dem noch übrigen Falle, wo die Drehungsachse den Kreis 
berührt, mithin ce — a ist, liefern die Formeln 9) und 10) denselben 
Werth, nämlich 2 r?a3. 

Allgemein betrachtet verlangt die Cubatur eines begrenzten Vo- 
lumens zwei Integrationen, deren erste den Querschnitt U, und deren 
zweite den Inhalt V bestimmt. Diese Bemerkung lässt sich auch in 
die Sprache der Analysis übertragen und demgemäss Y unter der 
Form eines Doppelintegrales darstellen, doch versparen wir das 
Nähere hierüber bis dahin, wo von den mehrfachen bestimmten Inte- 
gralen und deren geometrischen Anwendungen die Rede sein wird. 


8. 87. 
Die Complanation von Cylinderfiächen. 


In Fig. 63 sı 0L=2, LM=y,LN=MP=3, ferner 
y == p(x) die Gleichung der Leitlinie B_M eines vertical stehenden 
Cylinders, und 2 = %(x) die Gleichung der Directrix eines horizon- 
tal und parallel zur y-Achse liegenden Cylinders; beide Cylinder 
schneiden sich in der doppelt gekrümmten Linie DP, und wenn man 
sich ausser der beweglichen Ebene LM.N noch eine dazu parallele 
feste Ebene ABC denkt, so entsteht auf dem horizontalen Cylinder 
eine begrenzte Fläche CDPN, deren Inhalt $ ermittelt werden soll. 

Zu diesem Zwecke ertheilen wir der Abseisse x den Zuwachs 
LL, = dx; die Fläche $S nimmt dann um den Streifen NN,PıP 
—=dS zu, und je kleiner LL, ist, um so genauer kommt dieser Strei- 
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| 
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fen einem Rechtecke gleich, von welchem NP —= LM = y die eine 
Seite, und die Bogenzunahme NN, die andere Seite darstellt. Hier- 
nach ist, wenn arc CN mit 8 bezeichnet wird, 


dS=yds—=yVar+d? =yVi-+z?de, 


mithin durch Integration 
1) . s= | VıHFrin. 


Für y und 2’ sind ihre aus den Gleichungen der Curven BM 
Fig. 63. und CM gezogenen Wer- 
the 9(x) und (x) ein- 
zusetzen; die Integra- 
tionsconstante bestimmt 
sich durch die Bedin- 
gung, dass S== (0) wer- 
den muss, wenn x den 
Anfangswerth OA erhält. 
a. Kreisförmiges 
Klostergewölbe. Die 
halbe Spannweite des Ge- 
wölbes sei OA==a (Fig. 
64), der Pfail OO =h, 
AB=b, und c der Radius der kreisförmigen Wölbungscurve ONA; 
ist ferner in Fig. 65 O’ der Mittelpunkt des Bogens ANC, O’C’ 
— k, 00’ =], so gelten folgende Gleichungen: 





Fig. 64. Fig. 68. 





v--z, e— Ve®— (ce +K?—1, 
c 
HÄSYEZErm 


Schlömilch, Analysis. I. 6 


402 Cap.XIV. 8.87. Die Complanation von Cylinderflächen. 


dz 
oN=s= [Vırfa— |) —a—_, 
arc 8 + x Ve-@ N 


und nach Formel 1), wenn die Fläche ONP = S gesetzt wird, 
_ ef zdr 
aJ/ Va—(c+%)% 
Das Bar Integral lässt sich auf die Form bringen 
2 ef (x +k)dz e [ e— cds | 
Ve—-@tn Ve-ern 

und daraus folgt 

S= 2 eV @—(z+k)? — ks Const. 
Für 2 —= 0 wird S= 0 und s = (0), mithin 

0—-2)- cVa@—k? + Comst. | 

und durch Elimination der Constante 

— 2. Ve— 2 — V FZ@HM| —_ ts] - 


Da es hauptsächlich auf die ganze Fläche ABC=F ankommt, 
so nehmen wir £ —= a und beachten, dass 


V2e—k# —- Ve—-(+t—h ti —I—h 
ist und dass gleichzeitig s in den Bogen CA übergeht, dessen Cen- 
triwinkel A0’C mit Y bezeichnet werden möge; dies giebt 


bc 





Für Stichbögen wird die Formel einfacher, weil dann k —=0 ist. 

b. Elliptisches Klostergewölbe. Besteht die Wölbungs- 
curve aus einem Ellipsenquadranten mit den Halbachsen OA = a, 
OC= c, 80 ıst 


b eVazı. 
yZgn zZ 


Im Falle a > c, d.h. wenn das Gewölbe ein gedrücktes ist, 
ergiebt sich 


die Substitution a? — x? —= a?u? verwandelt das vorstehende Inte- 
gral in folgendes: 
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= — av [Vi-e tea, 


dessen Entwickelung sehr leicht ist. Bestimmt man die Constante 
so, dass S für & — 0 verschwindet und setzt nachher x = q, 50 
erhält man für die ganze Fläche ABC 


3) ' F=jabl1 441 +}, a>c. 


Im Falle a < c, d. h. wenn das Gewölbe ein, überhöhtes ist, 
ergiebt sich 


2 272 2 — a? 
VirR— Vetter, „„Ieze 


a 
a? +42  ı 
= JE veR a? — ru 
Dieses Integral kann ebenso wie das vorige behandelt werden, 


wodurch man erhält 


4) F—tanfı +4 arctank , a<e 











c. Kreuzgewölbe bestehen aus den Stücken, welche übrig 
bleiben, wenn die Flächen der Klostergewölbe von den Flächen voll- 
Fig. 66. ständiger Tonnengewölbe .abge- 
zogen werden; ist z. B. in Fig. 
66 ABC ein Theil eines Kloster- 
gewölbes und ABDC ein Ton- 
nengewölbe, so bildet der Rest 
BCD ein Stück von einem Kreuz- 
gewölbe, dessen übrige Stücke 
diesem entweder congruent oder 
. auf ähnliche Weise entstanden 
sind. Mit Hülfe der Bezeichnun- 
gen ABC—= F, BOCD—= Ft, areAC = arcBD —= 38 ergiebt sich 
5) Fr=bs—F, 
wo F' einen der früher angegebenen Werthe hat, 





8. 88. 
Die Complanation der Umdrehungsflächen. 


Eine in der Ebene &# liegende Curve ON (Fig. 67 a.£. S.),. deren 
Gleichung 2 = Y(x) heissen möge, werde um die x- Achse gedreht 
und die entstandene Rotationsfläche von einem verticalen Cylinder 

26” 
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geschnitten, dessen Leitlinie BM durch die Gleichung y = (x) 


bestimmt ist; der feste Parallelkreis O.D, der bewegliche Parallelkreis 
NP, die Curve CN und 


der Durchschnitt D.P be- 
grenzen ein Flächenstück 
CDPN, von welchem 
wir den Inhalt S auf- 
suchen wollen. 

Wenn OL=xum 
LL, = dx zunimmt, so 
wächst S um den Strei- 
fen NPP,N = dS, 
welcher dem Rechtecke 
aus den Seiten NP und 
NN, desto näher kommt, je kleiner NN, genommen wird. Nun ist 

LM LM y 


sin NLP— co MLP = pP” IV =; 


Fig. 67. 





; I 





mithin 
£NLP = arcsin 2. 
und, da NP ein mit dem Halbmesser £ beschriebener Kreisbogen ist, 
are NP = zurcsin z . 
Für die andere Seite des erwähnten Rechtecks hat man 
arcNN =ds = Vi+e: dx, 


dS = 8 arcsin = -Vi+ze?de 
Fig. 68. und durch Integration 
1) 8 = /»V 1+ darcsin 4. de. 


Die Werthe von y und 2 sind 
aus den Gleichungen der gegebenen 
Curven zu nehmen, und die Integra- 
tionsconstante muss so bestimmt wer- 
den, dass S= 0 wird für 2 = 04. 

Als Beispiel diene die Compla- 
nation eines Kugelgewölbes (Fig. 
68), Die Curve BM ist hier eine 
Gerade parallel zur x-Achse, die ro- 


mitlıın 
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tirende Curve ein Kreis, in dessen Mittelpunkt wir den Coordinaten- 
anfang legen; für OB=b, OD == c sind demnach die gegebenen 


Gleichungen 
y=b, s=-Va—ı, 
svyil+zf?=e, 
mithin nach Formel 1), wenn 8 die Fläche DF’PN bedeutet, 


. b 
S=c | uarsin ———dı 
V ce? — 3 


Bei theilweiser Integration wird 


. b f x?dx 
8 = CZ arcsıın ——— — bc a 
Ve — 2 (c? — x) Ve — b? — x3 


b be | c? | dx 
Ve— 22 ce? — z2 IJVa—»— 22 


oder, wenn man wieder eine iegration ausführt, 





== crtarcsin 


8 = cz aresiin —— + be arcesin —t_ 
Er — .? Ve—» 


da 
be ro ger Vanum 


Setzt man in dem noch übrigen Integrale z = V c?— b? sinu, 
so wird 


/ DEE. 7 f du 
(? — 22) Va—p— 22 J c?cos!u + b?’sin?u 


1 b,. 1 bx 
= — arcan \ — tanu ) = — arcan ——— 
bc c be cV@— u — a2 


und daher ist durch Substitution in die vorige Gleichung 


S = czarcsin ——— ar bearcsin ——— 
Ve: V c?— b? 
bx 
cVe2—B— a2 
wobei es keiner Integrationsconstante bedarf, weil S und & gleich- 


zeitig verschwinden sollen. Geben wir dem x einen grössten Werth 
0A = a und bezeichnen die Fläche DEGF mit F,so wird 


— c?arclan 


. b a 
E — acarcin ———— + bcarcsin 
. V ce? —_— a? y 3 — b2 


ab 
— c? arctan — N 
cV 2 — 12 — b2 
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Diese Formel gewinnt an Eleganz durch die Bemerkung, dass 

arctan EEE. == arcsin ( . 74) 

cV@— a? —d Ve—a Ve—D) 
ist, und man kann daher schreiben 
2) F= c(aa +bß — cy), 
wobei die Bögen «, ß, y durch die Gleichungen 
b . a 
3) sind — Vaz'’ sinß = Veen N 
siny — sina sin B 
bestimmt sind. 

Die allgemeine Formel 1) vereinfacht sich wesentlich in dem 
Falle, wo es auf den zwischen den positiven Theilen der Coordina- 
tenebenen enthaltenen Octanten der Rotationsfläche ankommt, wo 
mithin die Curven BM und CN congruent sind. Tür y = # wird 


nämlich 
s=}r / Vi +Yy?de, 


demnach ist die Oberfläche einer durch vollständige Umdrehung ent- 
standenen Zone 


4) 2—= 20 [yVityran 


Als Beispiel diene das abgeplattete Ellipsoid, dessen Meri- 
dian zur Gleichung hat 


yz ® V b2 — 23, 


b 
‘Setzt man zur Abkürzung 


Va?—» _ 


b —Ä, 
so erhält man zunächst 


u (Vor Rande 


b 
und durch Ausführung der angedeuteten Integration 


z=x SlViFRe + z (As + VB HR) + Oonst.| 


Rechnet man die Zone von der Aequatorebene an, so muss Z —= 0 
werden, wenn 2 = 0); dies giebt 


zu 2ER + Bulle VER), 
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Für x = b erhält man die Oberfläche des halben abgeplatteten 
Ellipsoides; die gesammte Oberfläche ist 


5) S=2aab)VIıHR + tl. + VIr@)|. 


Wenn die rotirende Curve so beschaffen ist, dass der Abscisse % 
zwei verschiedene %, etwa y, und % entsprechen, so entstehen zwei 
Fig. 69. Umdrehungsflächen, deren Grössen einzeln be- 
stimmt werden müssen. Wie man diese Bemer- 
kung anzuwenden hat, mag folgendes Beispiel 
zeigen. 

Die rotirende Curve sei ein mıt dem IIalbmes- 
ser AC = a beschriebener Kreis (Figur 69), 
dessen Mittelpunkt um CO = c von der Dre- 
hungsachse entfernt liegt. Im Falle c > «a ist 

x für alle Punkte des Quadranten AB: 


nzer Vene, 
2 = 2a [(c+ Van) 





Va 


.& 
— 2: Jacaresin = + ax ’ 





wobei es keiner willkührlichen Constanten bedarf; für x — a erhält 
man die vom Quadranten AB beschriebene Fläche 
R, = 2rna(irc + a). 
Die Punkte auf dem Quadranten AD bestimmen sich durch die 


Gleichung 

MM =0-— Va’—ı2 
und daraus findet man für die von jenem Quadranten beschriebene 
Fläche 

R, = 2na(irc— a). 

Das Doppelt te von R, + Rs giebt die Gesammtoberfläche des 
entstandenen Ringes, nämlich 
6) R = 4n?ac. 

Im Falle ce < a (Fig. 70a.f.S.) besteht die Oberfläche, welche 
der Kreisbogen BEAD beschreibt, aus den drei von BE, EA und 
AD erzeugten Flächen. Um die erste zu erhalten geben wir in der 
Formel 


a= 2 wa \oaresin ® + z| 
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dem x seinen grössten Werth OD — Ya?— c?. woraus folgt 


V 2 __ pr? 
A= 2x4 jcarcsin + Ver—e. 


Fig. 70. Für alle Punkte des zweiten Bogens 


EA ist 
y=c+Va-—ı, 


mithin 
177 
z=2 | (e a — 22) —— dr 
(ce +V ) Vazz 


= 2x0 |carcsin” + z + Oonst. 4 





wobei die Constante so bestimmt werden 
muss, dass Z = (0) wird, wenn & seinen 
kleinsten Werth OD erhält. Dies giebt 


. & . Ve2_c 
= 2a |carcsin 7 carcsıin ———— +2 — Y | 


und für 2—=a erhält man für die vom Bogen EA beschriebene 


Fläche 
V a? — ce? | 
a 


A= 2malize +a— Va?—c? — carcsin 


Endlich werden alle Punkte auf AD durch die Gleichung 


y=c—Va—ı 


bestimmt, mithin ist hier 


Zz= 2 /(«- Vera) 


= 2ma |carcsin = —:cH Const. 


giebt man der Constanten einen solchen Werth, dass Z verschwindet 
für x = OD und nimmt dann z — a, so erhält man für die vom 


Bogen AD beschriebene Fläche 
V a? — ec? | . 
a 


Z, =2nallnce— a+ Var ck — carcsin 





Die Oberfläche des ganzen Wulstes ist das Doppelte von u, + 2, 
+ 2; durch Einführung des Winkels OCD — y wird hieraus 


7) W=4nalc—y) + asiny}. 
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Im letzten Falle c = a, y = 0 liefern die Formeln 6) und 7) 
denselben Werth 42 a3, 


Wenn die Fläche, deren Complanation verlangt wird, weder eine 
cylindrische noch durch Umdrehung entstanden ist, so führt das 
Problem auf Doppelintegrale, deren Behandlung einem späteren Ca- 
pitel vorbehalten bleibt. ' 


Cap. XV. 


Die einfachen bestimmten Integrale. 


8. 89. 
Definitionen und Werthbestimmungen. 


Wir knüpfen an die Betrachtungen des $. 64 wieder an, denen 
zufolge unter dem Symbole 


der Grenzwerth verstanden wird, gegen welchen die Summe 
1) Fa) 8, +f(a + 9) 6, +fa +6 +9)5; + ----- 
Zoe +fa+ +4 + du) dr 
convergirt, wenn die Grössen 6,, O3, ... Ö, der Null näher und 
‚näher kommen, während sie immer der Bedingung 6; +; +0; + 
+60, —=b— a genügen müssen. Zugleich erinnern wir an 
die geometrische Bedeutung dieser Definition für den Fall, dass x 
als Abscisse und y —= f(x) als zugehörige Ordinate einer Curve an- 
gesehen wird; es ist nämlich das obige bestimmte Integral gleich der 
Fläche, welche die Strecke b — a der Abscissenachse zur Basis hat, 
seitwärts durch die Ordinaten f(a), f(b) und oberhalb durch die ge- 
nannte Curve begrenzt wird (Fläche AB_DC auf S. 307). Später 
ergab sich, dass das bestimmte Integral auch als Differenz zweier 
. Specialwerthe des unbestimmten Integrales 


9) / fla)dx — F(a) + Const. 


betrachtet werden konnte, und es war 


b 
3) /. f@)da = F6) — Fü), 
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unter der Voraussetzung, dass die Function f(x) innerhalb des Inter- 
valles von x — a bis x = b keine Unterbrechung der Continuität 
erleidet. — Welche von diesen zwei Definitionen des bestimmten 
Integrales man als die primäre wählen will, ist an sich gleichgültig; 
wir 'entscheiden uns für die erste, weil sie in gewisser Rücksicht die 
allgemeinere ist. Die zweite Definition setzt nämlich voraus, dass 
man das unbestimmte Integral von f(x)d:x bereits kenne, und hierin 
liegt wiederum die Voraussetzung, dass die Natur der Function 
J(&) bekannt sei; eine solche Beschränkung findet bei der ersten De- 
finition nicht statt, es reicht bei ihr hin, wenn das jedem x von = 
@ bis x — b entsprechende y angebbar ist, gleichgültig, wo man es 
herbekommen hat. Wer z. B. mit dem Bleistift einen beliebigen 
regellosen (nur wenigstens zusammenhängenden) Zug auf das Papier 
wirft, weiss nach der ersten Definition recht gut die Bedeutung des 
bestimmten Integrales, da mit dem Zuge selbst eine Fläche entstan- 
den ist, er kann den Werth desselben nach $. 66 oder auf mecha- 
nische Weise (mittelst eines sogenannten Planimeters) sehr genau fin- 
den, während dies nach der zweiten Definition erst dann geschehen 
könnte, wenn die, vielleicht gar nicht angebbare Gleichung der ent- 
standenen Curve bekannt wäre, 

In allen Fällen, wo sich der Werth des unbestimmten Integra- 


les / f(x)dx entwickeln lässt, ist es natürlich das Einfachste, das be- 


stimmte Integral aus dem unbestimmten herzuleiten. Wir geben 
hierzu einige Beispiele. | 

Mittelst der Fundamentalformel 6) in $. 65 erhält man sehr 
leicht 


a 
1) Is 5 
Je ta 40 
" de 217 
2) * _— _[. _: 
9 |#F# 2a’ 


*, Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass unter einem Inte- 
grale von der Form 


Sr@4z 
4 
der Grenzwerth zu verstehen ist, welchem sich das Integral 
b 
f Sea)dz 


[4] 
bei unendlich wachsenden 5 nähert. 
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die Formel 10) $. 65 liefert 


[44 
8 aM _:. 
) IE a2 — 2? 2 
0 
Aus der Reductionsformel 8) in $. 73 ergiebt sich für «=1, 
b=—1lr=l 





zmi(1 — dr 


ll — at m —|1 
u stm s m 
führt man die Grenzen x — 1,2 = 0 ein und setzt voraus, dass 
m — 1 und s + 1 positiv sind, so erhält man einfacher 

1 





zm—2(1 — a)de; 


1 
m—i — 8 _m— 1 m— 2 — r\s 
f: (1 am)" (1 x’ de. 


0 
Bei ganzen positiven m lässt sich diese Formel (m — 1)mad nach 


einander anwenden; dies giebt 
1 


fe: (1 — z)'dz 
1 


—_ mi m-2 2 1 [era 
stms+tm—l1 IT 


Der Werth des noch übrigen Integrals ist, unbestimmt genommen, 


(1 — a) +12 Oonst, 





- 


daraus folgt, weil s + 1 als positiv vorausgesetzt wurde, 


1 
1 
ıK — 2) de=,— 1 


Substituirt man dies und nimmt 8 + 1=a, so gelangt man zu 
dem Resultate 
1 


4) [ ar ill — a)eride = 





1.2.3...m—)) 
ala +1)...(a+m —]1) 
Aus der vorhin benutzten Reductionsformel erhält man ferner 
ro—=l,b=—-lhar=3s=—Hl 


[5 

Y 1 — 722 

enorme: (a 
1 


m —|1 m — 1 


‚a>dO. 





Cap. XV. $. 89. Definitionen und Werthbestimmungen. 413 


Schreibt man m für m — 1 und führt die Grenzen x = 1 und 
x% == ( ein, so wird einfacher 


ade m—1 A am-2de 
VYı—a .m 1 — a? 
0 0 
Durch mehrmalige Anwendung dieser Formel kommt man, je nach- 
dem m gerade oder ungerade ist, auf eines der beiden Integrale 


/VYı-m 2, Vı— 22 ’ 


und damit gelangt man zu folgenden Ergebnissen 


z am dx 1.3.5..m—)x 
8) ‚VıZaT 2.4.6....m 2’ (m gerade), 
6 ande — 2.4.6...m—]) (m un erade) 
) Vı_ m 3.5.7....m ' 
0 


Wir machen ferner Gebrauch von der Reductionsformel 


am eTae% m 
[rer de = — z 4 ” [ar-teerds 


und führen die Grenzen <= » und x = 0 ein. Unter der Vor- 
aussetzung, dass m und u positive Grössen sind, verschwindet das 
Product z" e-** sowohl für 2 = %® als für x = 0, und daher wird 


>) & 
m 
fear = m arte-eran 
0 0 


Bei ganzen positiven m führt die wiederholte Anwendung dieser 
Formel auf das Integral 
7) [ewa=4, a>0 


0 





und daher wird 
1.2.3... 
8) [mer a0. 


Die Fondamentalforme 8) in 8.65 liefert durch Einführung der 
Grenzen v=!ır unddu=0 


1 
,% 


9) ar m _T_, 
a2cosıu + Bsinu 2oß 
0 


- 
——— LEW. ut 
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Endlich benutzen wir noch die beiden Formeln 
acooßu — Bsinßu 


Ser opuan = — Rare un + C, 


Sewsinßu au __ einpe = en e-e- 1 0, 


und nehmen erst u = & dann u — 0. Unter der Voraussetzung, 
dass & eine positive die Null übersteigende Grösse ist, verschwinden 


die Producte e”*"“cosßu und e-@snßu für u— ©, und es 
bleibt 

” a 

o& — 

10) Jr “coßudu= —; Bi’ 2 >>0, 

ar sin 
11) J° @ sin Bu du = —; ruwr) @«>0. 

8. 90. 


Fundamentaleigenschaften bestimmter Integrale. 


I. Behält die Function f(x) innerhalb des Intervalles x = a 
bis x — b dasselbe Vorzeichen, so kommt letzteres den Grössen 
Fl), fa + 9ı),-.-.fla + di +: - + d„_ı) gemeinschaftlich zu 
und ebenso dem Integrale zwischen jenen Grenzen. Geometrisch 
heisst dies, eine Curve mit durchaus positiven oder durchaus nega- 
tiven Ordinaten besitzt eine positive resp. negative Fläche. 

Wendet man die Definition des bestimmten Integrales auf einen 
Ausdruck von der Form 

fe) = Ayla) + By(a) 
an, so entsteht ein Aggregat von zwei Summen, welches sich zu 
einer einfachen Summe zusammenziehen lässt; man erhält nämlich 


D b D 
) [iap@) + Bu@}as—.A | pddz + B | viaaz. 


Zu demselben Resultate führt die Gleichung 3) des vorigen Para- 
graphen, wenn 


[pas = ©(e) + , [var — Pe) +G 


gesetzt wird. 
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Aus den beiden vorigen Bemerkungen zusammen folgt ein 
häufig gebrauchter Satz. Nehmen wir an, in dem bestimmten 


Integrale 
d 
[roas 


sei f(x) ein Product zweier stetigen Functionen g(x) und Y(«), 
deren erste innerhalb des Intervalles a bis b für e—« ihren grössten 
und für 2—=ß ihren kleinsten Werth erhalten möge, so ist für jenes 
Intervall p(@) — Y(x) positiv, @(ß) — @(x) negativ, ferner, wenn 
ı(x) von a bis d positiv bleibt, auch [Y(a) — P(x)] Y(x) positiv, 
dagegen [P(ß) — P(x)]Y(x) negativ. Nach dem Obigen ist nun 


5 b 
/ [LP (&) — Pa) Ha) dx positiv; / [P(B) — PR)] Yl@)dx negativ; 


durch Integration der einzelnen Theile giebt dies 


b 1) B 
2) 9 [var > [vav@as> go | vwaz. 


Will man aus dieser Ungleichung eine Gleichung bilden, so 
lasse man in dem Ausdrucke 


B 
IC) f Yla)de 


die willkührliche Grösse & das Intervall @ bis b durchlaufen und be- 
achte, dass derselbe einmal kleiner und einmal grösser als das In- 
tegral 


) 
S Pla)v(a)da 


wird; wegen der Stetigkeit von @(&) muss es daher einen zwischen 
a und b liegenden Werth von & geben, für welchen beide Ausdrücke 
gleich werden. Diesen Werth von & können wir mit a + ®(b— a) 
bezeichnen, wo 9 ein positiver echter Bruch ist; wir haben daher 
die Gleichung 


1) b 
3) / Pa)v(@)dz = pla +26 — a) f Yla)dz. 


und zwar unter der Determination, dass (x) stetig und Y(x) stetig 
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und zugleich positiv bleibt von z = a bis z=b. Beispielsweise 
ist nach diesem Satze 
d 


re _ 1 F er. 
2 812 4m f' 
1-+ — 1 + pr 


0 








woraus u. A. folgt, dass der Werth des Integrales für unendlich 
wachsende m gegen dieGrenze #b convergirt, was man auf anderem 
Wege nicht so leicht finden würde. 

Nimmt man einfach Y(x) — 1, so wird aus Nro. 3) 


N S P(@a)da = b— a)pla +90 — a]; 


die geometrische Deutung hiervon ist sehr einfach (vergl.$.8, Nr. 2). 

I. Betrachten wir nun die Veränderungen, welche im bestimm- 
ten Integrale entstehen, wenn das Integrationsintervall zu- oder ab- 
nimmt. Aus der ursprünglichen Definition des bestimmten Integra- 
les folgt die nachstehende auch geometrisch leicht zu erklärende 
Gleichung: 


B e 6 
5) J f@)dz + J f@)dı — J: ds 


und umgekehrt 


[revaz — (se) 20 = [no)az 


Setzt man in Nro. 5) c = a und berücksichtigt, dass jederzeit 


G 
[rad = 0 
[73 
sein muss, so folgt noch 


6) [rore= - [ro de, 


und es würde sehr leicht sein, diese Figenschaften mittelst der Glei- 
chung 3) in $. 89 zu verifiziren. 
Von besonderem Nutzen ist oft folgende Bemerkung. Nach : 
Nro. 5) hat man | 
K+y ury 
f@)dı = =/ f@)dz + J @)d2; 
uYy #vy 








bestimmter Integrale. 417 


entwickelt man die Integrale der rechten Seite, indem man der Ein- 
fachheit wegen 6, = d,.... = 6, =.Ö setzt, so ist in jedem Falle 


ö = Z und die rechte Seite der vorigen Gleichung bildet den 


Grenzwerth von: 


Sud +Ssur + +Su—rt2NI +...» 
nee + Su —r + n—10)0 
+/uw+Nnds+/a+rY— N rretr—298 +: 
-+flu+ vaio, 
wobei die dem zweiten Integrale entsprechende Reihe die umgekehrte 
. Anordnung erhalten hat. Ist nun für jedes & 


7) Su—-9=fu+d), 


so wird die zweite Reihe der ersten gleich und es folgt daraus: 


B+Y 
8) Iroaz — > [Horar 


Hy By 

Ist dagegen 
9) JB-)=-fu+d. 
so heben sich alle Glieder der obigen Reihen gegenseitig auf und 
es bleibt: 

+y 
10) fa) de =. 

Die geometrische Bedeutung dieser Ergebnisse ist folgende: 
wenn f(u— $) = f(u + &), so besteht die zu quadrirende Curve 
aus zwei congruenten Theilen von gleicher Lage CNund DN, Fig. 71, 
woOM = uund AM =y. Die Fläche ABDNC beträgt daher 
das Doppelte von der Fläche AMNC; wenn dagegen f(u — 
—= — f(u -+-£), so sind jene Theile zwar ebenfalls congruent, aber 
von entgegengesetzter Lage; die entsprechenden Flächen AM C und 

Fig. 71. Fig. 72. 


16) 
A M B D 


BMD besitzen dann gleiche Grösse und entgegengesetzte Vorzeichen | 
(Fig. 72), es ist mithin die Fläche ACMDB—- 0. Nach diesen 
Bemerkungen findet man z. B. ohne alle Rechnung, dass 
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14 
[erat = 2 [amzir, 
” ” 
coo"rzde =2 | co" xzde 


—ı ) 
Fu 


sein muss, ferner bei ganzen und positiven n: 

x jr 

ern ds =0,/ sin" -Izdz=0. 
— ie 


II. Hier ist zugleich der Ort, um die Bedeutung des bestimm- 


‚ten Integrales , 
/ S(«)dz 


für den Fall zu erörtern, dass die Function f(x) innerhalb des In- 
tegrationsintervalles eine Unterbrechung der Continuität erleidet. 
Tritt eine solche ein für 2 = % wo b_>x>>a, so kann man nach 
Nro. 5) die Zerlegung 


[swaz = [Hear + [era 


ebenso, dass 


x+0 
Fig. 73. vornehmen, die geometrisch bedeutet, 
dass die über der Strecke AB=b —a 
D (Fig. 73) stehende Fläche ABDMLC 
aus zwei Theilen AKLC und KBDM 
zusammengesetzt ist, und dass XL — 
(x — 0) die letzte Ordinate des ersten 
0 K B und KM = f(x -+0) die erste Ordi- 
nate des zweiten Stückes sein soll. Statt 

der obigen Gleichung lässt sich die folgende setzen: 


d x—8 d 
[ra — Lim) | f@)ds + [I@da \ 
G a x+d 
wenn man unter Ö und & zwei in Null übergehende Grössen versteht. 


Will man die Integration mittelst der Gleichung 
/ SKa)dx = F(x) + Const. 


M 
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ausführen, so wird ın diesem Falle 
d 
11) f. fdade—= Fb) — F(a) — Lim! Fr +89) — Fr—e)}, 


4 
also gilt dann die Gleichung 4) ohne Weiteres nicht mehr, sie be- 
darf im Gegentheil einer Correction. So wäre es z. B. unrichtig, 


setzen zu wollen, ohne zu beachten, dass die Function er für 
% = 1 discontinuirlich wird; der wahre Werth ist 

1 1 1 
1-2 1-0 Um — a3 75 Iiza-9)07?re 


Auf gleiche Weise wäre es falsch, 
d .. 
/= -b-U-)=U-) 
= 


zu nehmen, wobei eine reelle Curve zu einer imaginären Fläche 
käme; man muss im Gegentheil, da n für 20 eine Unterbrechung 


der Continuität erleidet, die Rechnung so stellen: 


B 
[zde=1 4-9 Lim j100 +) — 1(0 — | 
-b 


— Lim (5) . 
Da ö und & auf beliebige Weise in Null übergeführt werden dürfen, 


so ist ri eine unbestimmte Grösse, mithin der Werth des obigen 


Integrales so lange nicht genau bestimmt, als man keine Voraus- 
setzung Marüber macht, wie e und Ö zu Null werden sollen. Die- 
ses Resultat darf nicht befremden, wenn man sich erinnert, dass je- 
nes Integral, geometrisch betrachtet, die Differenz zweier unend- 
lichen Flächen ist und der Ausdruck © — oo immer den Charakter 
der Unbestimmtheit trägt; setzt man & = Ö, so ergiebt sich der so- 
genannte Hauptwerth des Integrales und zwar ist er = 0. Man 


In dem Beispiele f(«) = x", x = 0 bleibt F(x) — sr % 


stetig und endlich, daher ist 
27% 
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: 9 
—_ı _ıI 
f ı ?dıe= 2 
—1 
was sich auch geometrisch leicht erklärt. 


& 91. 


Substitution neuer Variabelen in bestimmten Integralen. 


Wıe bei unbestimmten, so kann man auch bei bestimmten Inte- 
gralen eine neue Variabele durch Substitution einführen, nur sind 
dabei die entsprechenden Aenderungen der Grenzen zu beachten. Setzt 
man nämlich in dem Integrale 


b 
[told 


p(xz) = y, so erhält man wie früher (in $. 66, II.) x = %(y), 
dz = W'(y)dy; ıst nun x —= a geworden, so hat y den Werth @(a) 
angenommen, der oberen Integrationsgrenze x = b entspricht auf 
gleiche Weise y = 9) und man hat daher 

Yb) 


1) [ SIpolda = [Aw Way, 

P (a) 
und wenn sich die Integration rechter Hand ausführen lässt, so ist 
zugleich der Werth des ursprünglichen Integrales gefunden, ohne 
dass man, wie bei unbestimmten Integralen, die Substitution y— p(z) 
rückwärts anzuwenden nöthig hätte. 


So ergiebt sich z.B. für g(@) =hx + k 








bR+k 
2) [ @r+ndr=, /Wway; 
ah+k 
specieller für a —=0 undb —=1|, und umgekehrt geschriSben 


R+k 


/ foday=h [ fhz + M)dz, 


oder, won k=e,h=Pß — «a gesetzt wird: 


ß Ä 
3) [raw=6- 0 |[fla+@—alaz, 
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wodurch ein Integral mit beliebigen Grenzen auf ein anderes mit 
den Grenzen 0 und 1 zurückgeführt ist. Setzt man weiter 


& % 
2 = —— ‚also 2 = _, 


1-+e' 1—x 





so erhält man zunächst 


fl +B—o)e]ds—f SA) 





1-+2 (1 +7.’ 
wenn ferner x = O und £ = 1 geworden a so hat # die Werthe 
3=( und = 2 — @ angenommen; demnach wird aus Nro. 3): 


4) / Sday=ß— fs f Fe) arF 


und man kann also jedem bestimmten Integrale auch die Grenzen 
O0 und » verschaffen. ä 


Setzt man ferner in dem Integrale i 


Nor. 


(7 —=zg, mithns=e"*, de= — e’*dr, so geht dasselbe 


über in 
2 . 
—_- [med = + [meras; 
0 


den Werth des letzteren Integrales kennt man aus $. 89, Formel 8) 
für den Fall, dass m eine ganze positive Zahl und «_>0 ist, daher 


Mit Hülfe der Substitution sinu = x, u = arcsing, du = 


ds:V1— 22 orhält man 


am dz 
Jarun [r ug 


und so ist das Integral auf ein bereits entwickelteg zurückgeführt 
($. 89, Nro. 5 u. 6). Gleichen Werth hat auch das Integral 
in 


[ cos" vdv, 


0 
wie die Substitution 9 — }r — u zeigt. 
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Eine wesentliche Modification verlangt die in Nro. 1) angege- 
bene Umwandlung in dem Falle, wo die Gleichung (x) — y, nach 
x aufgelöst, mehrere reelle Wurzeln darbietet; da nämlich der Werth 
von Y nicht rückwärts wieder eingesetzt wird, so bleibt hier die 
Frage übrig, welche von den verschiedenen Wurzeln für z genommen 
werden soll. Denken wir uns die Sache der Anschaulichkeit wegen 
geometrisch, nämlich y = (x) als Gleichung einer Curve, so bedeu- 
tet die Umkehrung dieser Gleichung, dass nicht wie früher die 
Abscisse, sondern nunmehr die Ordinate die willkürliche der beiden 
Coordinaten sein, die Curve also gewissermaassen über der Ordina- 
tenachse statt über der Abscissenachse construirt werden soll. Ob 
nun einer Ordinate y nur eine Abscisse x oder mehrere x entsprechen, 
das hängt von dem Laufe der krummen Linie ab. Wenn dieselbe 
von £ = a bis x = b nur steigt oder nur fällt, also @’(x) sein Vor- 
zeichen nicht wechselt, so gehört zu jedem neuen x ein neues %, 
ebenso umgekehrt zu jedem y ein einziges x; es existirt in diesem 
Falle nur eine reelle Umkehrung der Gleichung y=p(z), und diese 
Umkehrung & = %Y(y) ist die in der Formel 1) vorkommende. 

Fig. 74. Wenn dagegen die Curve y = 
(x) innerhalb des Intervalles 
x2=abis c—=bein Maximum 
oder ein Minimum hat, welches 
für = £ eintreten möge, so fin- 
den sich über z& —= & hinaus die 
früheren Ordinaten wenigstens 
zum Theil wieder; so ist in Figur 
74, für OF=& 0M=z, OM 
—= x, die zu x< E gehörende Ordinate MP —= y gleich der zu 
% _>E gehörenden Ordinate M, P;; umgekehrt giebt es also für. 
ON =y zwei entsprechende Abscissen NP=x, NP, = 
- die wir durch «(y) und x(y) unterscheiden wollen; von diesen beiden 
Umkehrungen 2 = Y(y) und x = y(y) ist die erste da zu nehmen, 
wo © <{£ sein muss, die zweite, wenn man weiss, dass 2_>£ sein 
soll. Zerlegen wir nun das ursprüngliche Integral wie folgt: 


d 4 b 
[rto@laz = | firtalaz + / fp(ajldz, 


so ist im ersten Integrale rechter Hand 2 <£, im zweiten z> £&, 
also dort 2 = Y(y), hier 2 —= x(y) einzusetzen; die Transformation 
geschieht im Uebrigen wie früher und giebt jetzt 
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b (&) () 
[fo@laz = [ foav@ar + /Ior War. 


Y (a) (8) 
Ganz ähnlich ist die Sache in dem Falle, wo zwischen 2 = a 


und 2 = b mehrere Maximä und Minimas, mithin auch mehrere 
Umkehrungen stattfinden; sind &, & - - . & die Werthe von z, für 
welche jene Maxima und Minima eintreten, so zerlegt man das ur- 
sprüngliche Integral in eine Reihe anderer von x = abs 2 = $, 
x — &, bis x = $&, etc. und substituirt in jedem einzelnen Integrale 
die Umkehrung der Gleichung y —= (x), welche dem betreffenden 
Integrationsintervalle entspricht. 


Ein paar allgemeine Beispiele zu dieser Regel sind folgende. 


Es sei erstlich ya) = = +2rnaa—=— na,b=+ », so tritt 
ein Minimum ein für 2 = — r und aus 2? + 2rı=y folgen die 
beiden Werthe 


=—r— Vr4ye=—r+Vr+4Y 


von welchen der erste < — r, der zweite > — r ist; nach diesen 
Bemerkungen hat man 


, 


[re + 2rg)de 


= fe +27)aa + [Je + 270)80 


[ro wert Jo GE 


und wenn man im ersten Integrale rechter Hand die Integrations- 


grenzen vertauscht, wodurch eg mit dem zweiten Integrale identisch 
wird, so ist 


[re +2r9d:= /r6) Re 


für y = r? (2? — 1) erhält man noch: 
5) [re +2r2)de—=2r | f[r?(e? — 1)]de. 
—o 0 
Es sei zweitens p(2) = yx + —, a—=0, b= oo, 80 tritt 


a , oo. . . 
für € -Y& ein Minimum ein; wir setzen daher: 
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ING + * )dz 
VE 
= [fra + &) dr AG +2) dx. 


Die beiden Wurzeln der Gleichung yx + = —y sind: 


1 —_— 1 
= ;, v-Vr=2er]. = ;, £ + Vr=ier]. 


und daher wird aus der obigen Gleichung die folgende: 
f. 1; (va +) dx 
0 
ıVay 


1 Y 1 fl | Y ] 
ol Va) a) Type u 
“y 
oder nach gehöriger Reduction: 
j a 1 | ydy 
x — de = f . 
IK + 2) y J Vy—4ay 
Nehmen wir weiter V y? — 4ay — 2, so ergiebt sich noch: 
“ 1 & 
6) Sr» + as = — [SV 40y+22)de. 
.d 0 


Hieraus lassen sich noch mancherlei andere Transformationsformeln 


ableiten; für f(u) = F ( 3 7 -) folgt z. B.: 








% 1 f. 1 
» [ vr)" 
für f(u) = F(u? — 2ay) dagegen ergiebt sich aus Nro. 6) 
Fra Na-ı fi 
8) / (7 x? + 7) de zjr@er + Mas 


und wenn man ? = a, YP=c, 2? = u, 22 — 1 setzt: 
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9) Sr(u+: 2) = zu[re Vactt) 77 


endlich für F(e) — 9 (+ \. 


0 (el N (u) 
/ F a+bu+cu? Vu Veu ? b+2Vac+t) Vi 


Diese Beispiele mögen hinreichen, um die vielfache Umwandel- 
barkeit bestimmter Integrale erkennen zu lassen. 


\ 


8. 92. 


Die Differentislquotienten bestimmter Integrale. 


Aus der Definition des bestimmten Integrales 


[rorae | 


geht unmittelbar hervor, dass der Werth desselben nicht mehr von 
x sondern nur von den Integrationsgrenzen a und b, der Natur der 
Function f(x) und den in ihr vorkommenden Constanten abhängig 
ist. Denkt man sich diese Constanten als willkürlich, so kann man 
den Werth des Integrales in Beziehung auf diese Constanten diffe- 
renziren. 

Aendert sich b allein, so ist der Differenzenquotient des Inte- 
grales: 

b+4b 


J Ya)ydz — ji f@) dx 





Ab ’ 
die völlige Willkürlichkeit des Ib erlaubt, dasselbe als eine von 
den Grössen Ö zu betrachten, welche in der Definition des bestimm- 
ten Integrales Nro. 2) in $. 89 vorkommen, also Ib = Ö„,ı zu ' 
setzen; man hat dann für verschwindende 6}, Ög,.... 6, und 
In = — db: 


Jroa = f(e)bı rfer90 +fa +4 +6); + -- 
++ fa+dh +++ 6-1). 
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b+db 
Jos =roa + 104 Watfa+ + +, 
+fa + +&+- +8.) 

+fa + +++ + m)dn +1 

mithin durch Subtraction, Division mit dd— d,;1 und weild, +62 + 
+++ dr =b —a+ dbinb — a übergeht, 
b 
d f. Ja) dx 

1) 7-70. 
Dieses Resultat stimmt damit überein, dass der Differentialquotient 


einer ebenen Fläche die letzte Ordinate ist. 
Aus der Gleichung 


f Sad = — f fa)dz 


ergiebt sich durch beiderseitige Differentiation in Beziehung auf a, 
welches rechter Hand die obere Grenze bildet, 


b 

d f. Ike) dx 
‘ [a ee 
2) .da — ri (a). 

Enthält die Function f(x) ausser x noch eine willkürliche Con- 
stante r, in welchem Falle wir f(z,r) für f(x) schreiben, und sind 
ausserdem a und b von r unabhängig, so hat man die Gleichung 

b d 

[rar+anas- [re r)dx 
Ir 


Rechter Hand lässt sich der bekannte Satz 


Sre+y=fr) +hfe) +3Wfr(r+ eh) 
0<es<1T 


für k = Ar anwenden und giebt 
b 


d 
[re r + Ar)dg - [fandz 


Ar 


 flartan sen, far + AN fan, 


d 6 
= [fi r)de +3AIr | Kor +eIr)de. 
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Ist nun bei unendlich abnehmenden Ar 


3) Lim 





4 [Marteanast = 0, 


so folgt aus der vorigen Gleichung durch Uebergang zur Grenze für 
verschwindende fr 


j fen [ea 3, 


Die in Nro. 3) angegebene Bedingung ist übrigens immer erfüllt, 
wenn a und b endliche Grössen sind und wenn gleichzeitig fr (x, r) 


von 2 = a bis x = b nur endliche Werthe hat. Aus Formel 4) in 
$. 90 folgt nämlich 


d 
[rar+ sIr)de = (b—a)y(a+P[b—alr+ sfr), 


das Integral besitzt also einen endlichen Werth und wenn dieser mit 
Ar multiplieirt wird, so convergirt das Product gleichzeitig mit 
Ar gegen die Grenze Null. In jedem anderen Falle muss beson- 
ders untersucht werden, ob die Bedingung 3) erfüllt ist. 

Wir betrachten nun den allgemeinsten Fall, wenn nämlich r in 
/(&) und zugleich in a und b vorkommt; der Werth des Integra- 
les, der für den Augenblick W heissen möge, ist dann eine Function 
dreier Varıiabelen a, b, r, deren beide erste wiederum von der letz- 


ten abhängen; es gilt hier die bekannte Regel der Differentialrech- 
nung 


awWw 0W da, 0W dd_,0%W 
aaa Hrn ati 


und sie giebt in unserem Falle . 


Tja +00 + Wr EN 4, 


oder, wean man einen in Beziehung auf r genommenen Differential- 
quotienten karz mit D, bezeichnet, 
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b 
5) D. |Iandr 


= [1D,fan]az + f(b,r) .D.b— (ar). Da, 


wobei vorausgesetzt ist, dass die Bedingungsgleichung 3) statt- 
findet. 
Dieses Resultat wird anschaulich, wenn man sich 4 = f(z,r) 
als Gleichung einer Curve und das bestimmte Integral wiederum als 
Fig. 75. die über der Streckeb— a==AB, 
Fig. 75, der Abscissenachse ste- 
hende Fläche ABDC denkt. Aer- 
dert sich nämlich r in /(z,r) al- 
D, lein, so erhält man eine ähnliche 
Curve von anderem Parameter, 
und die Fläche ABDC nimnt 
um den Streifen ODFE zu, wel 
x eher durch 
5 


[in.se, r).dr]dz 


a4 . 
ausgedrückt wird. Durch die alleinige Aenderung von b wächst die 
Fläche um BB,D,D = f(b,r) . D,b. dr, und durch Aenderung des 
@ vermindert sie sich um AA C =f(a,r). D,a.dr. Die 
gleichzeitige Aenderung von r, b und a verwandelt die ursprüng- 
liche Fläche in A, B,Fı E,, und mit Weglassung der Vierecke 
DD,F,F, CC,E,E, welche unendlich kleine Grössen zweiter Ord- 
nung sind, hat man 
A,BB,FhREL— ABDC=CDFE-+ BB,D,D— AA,C(?; 

aus diesem Differential der Fläche ABDC ergiebt sich derselbe 
Differentialquotient wie oben. 

Sehr häufig benutzt man die Differentiation in Beziehung auf 
einen Parameter r oder die sogenannte Variation eines Parameters, 
um aus einem bekannten Integrale mehrere neue Integrale herzu- 
leiten. 


'Differenzirt man z. B. die Gleichung 
Ä 1 








[era.= —1 
r 


0 
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in Beziehung auf r und beachtet, dass linker Hand 
D.(e*) = xe* | 


von<=0bis2= 1 endlich bleibt, so gelangt man (ohne An- 
wendung einer sonst nöthigen Reductionsformel) zu der neuen 
Gleichung | , 


1 
[zeras = = Ye ti 


y2 
0 


die nun wiederum nach r differenzirt werden kann. 


Ein anderes Beispiel ist folgendes. Setzt man in der Gleichung 
j | 


ar 
[ do .; 
J.@?00s?® + ß?sin? 20ß 


0? = r und differenzirt die nunmehrige Gleichung 
1 


57 
j pAREEE U BEE 
/ rcos?!o + P?sina 2ß Vr 
n-mal in Beziehung auf r, was hier ohne weiteres erlaubt ist, so er- 
hält man | 


17 


(— 1y 1 2.3 f c05?* @ do 


4 (r cos? + ß? sin? »)* +! 


_ (— 1)" 1.3.5...@n—]1) 1 
2B 2" "Vr 
und nach Restitution des Werthes von r 
17 | 
7) cos?*o do __1.3.5...2n—]) n 


0 (0208? + B?sinto)r+t1 "2.4.6... (en) 2adr+ıB 


Diese Gleichung könnte man wieder mehrmals in Beziehung auf ß? 
differenziren, was ein noch allgemeineres Resultat geben würde, 

In manchen Fällen dient dasselbe Verfahren in umgekehrter 
Weise zur Werthbestimmung von Integralen. Ist nämlich W der 


unbekannte Werth eines Integrales, so kann es geschehen, dass u 
ein einfacheres Integral darstellt, dessen Wertb Y bekannt ist; man 





| 


\ 
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findet dann W — f Var. Ein Beispiel hierzu liefert _ die Ar 
nahme 


5 w= [IE ar >o 
0 


Da hier die obere Integrationsgrenze unendlich ist, so müssen wir i 
untersuchen, wie in der Gleichung 


AW er —e-(r+4n: 4 
——- | —d:ı 
Ir .% 


ö 
] 
= [ler —_ lge-te+ednz Ir dx 
0 


—_—ı_1ı Ar [zerereansas ‘ 
r 2 / 


der letzte Ausdruck sich bei verschwindenden fr gestaltet. Giebt 
man dem & seinen kleinsten und grössten Werth, so ist leicht zu 
sehen, dass der Werth des noch übrigen Integrales weniger be- 


trägt als 
freras=4, 
r? 


ö 
dagegen mehr als 


1 
etrrdnzde — m 
J’ (r + Ar)?’ 


hieraus folgt 


Im | Ar [were teunzan] =(, 
0 
daW 
dr 
Durch Integration erhält man 
W=Ir + Const., 
und hier bestimmt sich die Integrationsconstante aus der Bemerkung, 
dass (nach Nro. 8) W = 0 werden muss für r =1; es ist daher 
Const.=0, W=Iird.h. 


& 


9) je ds =Ir, r>0. 


% 
0 


1 
—y 
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Nach demselben Verfahren erhält man | 


10) | Mm He + 1, r>0. 


8. 98. 


Verwandlung von bestimmten Integralen in Reihen. 


Wie bei unbestimmten, so benutzt man auch bei bestimmten 
Integralen unendliche Reihen zur Berechnung der Integralwerthe; 
dabei hat man wiederum zu berücksichtigen, dass die Formel 


Sartutwt ar [wie + [ode + [märt- 


nicht ohne Weiteres auf den Fall anwendbar ist, wo die Reihe ıns 
Unendliche fortgeht; man muss daher die Reihe erst als endliche 
nehmen, ihren Rest hinzufügen und schliesslich untersuchen, ob das 
Restintegral sich der Grenze Null nähert, wenn die Anzahl der Rei- 


henglieder unendlich wächst (vergl. $. 67, IL). Einige Beispiele mö- 
gen dies zeigen. 


a. Das zu berechnende Integral seı 


i- [28 
1-+x 


Wollte man geradezu 


1 (— 1)* o" 
—1-— 2 — 23 —_ ]y—-17—1 
irz 1 <+ı x +... + (— 1 Igel 1 — Ir 
setzen, so würde ein unbrauchbares Resultat von der Form U—= + » 
— on + — © + etc. zum Vorschein kommen; man muss daher 


erst eine Umwandlung des Integrales vornehmen. Nun ist 


wer zuidz 
1+x Itz'’ 


im ersten Integrale schreiben wir y für x, wodurch sich dasselbe 
nicht ändert; im zweiten Integrale benutzen wir die Substitution 
1 dy 


—, d=— —, 
y. y? 


U= 


l_,.—_ 
say ı= 
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und erhalten statt jenes Integrales 


0 1 
I _WI__ yvray, 
[anti 


mit dem vorigen Integrale zusammen giebt dies 


vet ei tyH, 
u 1+y 
Hier lässt sich die Reihenentwickelung 
— Dry" 


air nt + Yeriyem '+T7Try 


benutzen und die entstehenden Einzelintegrale haben endliche Werthe 
sobald die Grössen 
u, “+1, u 2,» “+n—|, 
-— u +L,—-u +3 —- u +3... —u0+m 
positiv sind, d.h. wenn u zwischen O0 und 1 liegt. Unter dieser Voraus- 
‘setzung ergiebt sich 








1 1 1 1 
U=—- — — 1 oo... — 1Ir-ı — 
u Iitetzre raov n—1l+u 
1 1 1 1 
_———_ — _..: — ]1)r—1 
tI-a mel ame +0) n—u 
yu—'—y# 
Yen f nd 
+02 Ir y 
oder auch durch Zussmmenziehung von je zwei Brüchen 
Bu _ DUO... op 2 
= + mt +) (n — 1? — u? 





1 
Hy + Sr yr-1ay, 


Man bemerkt leicht, dass y4“ -+ y!=# immer zwischen O und 2 ent- 
halten ist und dass folglich der Werth des letzten Integrales mehr 
als Null beträgt, aber weniger als 

1 


ı 
2/ v—_ dy < 2 [v-1ay 
o 1 + y [) 


mithin wemger als - (vergl. $. 90 Formel 2). Lässt man daher 





in der Gleichung 
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1 
1 #4 yl- 
un en SE ar 
0 


—_ı 2u __ __2% | . u 
er Ne 

die Zahl n unendlich wachsen, so erhält man für U die Entwickelung 
U —_ 1 + 2u 2u 2u 


u Bm gmtr 


32 — u? 
Die vorliegende Reihe ist summirbar nach Formel 6) in $. 50; zu- 


; 
folge der ursprünglichen Bedeutung von U und des nachher gefun- 
denen Werthes hat man 


u-1de 7 
1 jo —- 
) i +2 sinu 0<e<mh 
oder auch für = t? = tan?d und2u -—1l1=A 
Pr iz . 
dt -/ N "x 
2) JrrR-, tan SEE rmeRT —1<I<-+tl. 


b. Versteht man unter p eine ganze positive Zahl >0 und 


ii zP de 
v = / e — 1’ 
ö 
so hat man identisch 


= [" je’ eis tr... ters} TU läs 
0 


l— ee: 


setzt 


I 


1 1 1 1 
el tt ent ten] 


£ 
elerr:de. 
+ [u en 


Sehr einfache Betrachtungen zeigen, ‚dass der Quotient 3 : (e — 1) 
immer zwischen Null und der Einheit liegt; das letzte Integral hat 
daher e einen positiven Werth, der weniger beträgt als 


Je le-nı deze —= — 1.2. @—1) 


n? 
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Versteht man unter o einen nicht näher bestimmten positiven echten 
Bruch, so lässt sich die vorige Gleichung in der Form 
1.2.3...(—])) 
v‚-o nr 


1 1 1 1 
12 latntent ton 


schreiben und hieraus folgt bei unendlich wachsenden % und constant 
bleibenden » 


1 10.00 
ver lantentmt)] 


oder nach einer schon früher ($. 50) gebrauchten Bezeichnung 


eP ds 
3) [ee =1.2.3...994.9>0 . 
0 


In dem Falle eines ungeraden p—=2qg — 1 lässt sich S,, durch 


die Bernoulli’sche Zahl B,,— ı ausdrücken ($. 50, Nro. 28); es wird 
dann 


4) f Tas AT Be, 1u"t 
Je—1 u 2q 











oder auch wenn man statt £ eine neue Variabele r mittelst der Sub- 
stitution e = 2 xr einführt, 


5) f lde _ Bao-ı, 
Jetmt — 1 4q 
c. Als letztes Beispiel diene die Entwickelung des Integrales 


_ [ sinßs 
w- [ze ı@ 


Zunächst ergiebt sich auf ähnliche Weise wie vorhin 








w[erer te + e” a sinße des 
__B BP ß 
Santa tt ge 
sinße _.,n.. 
TR, Fe ßs erde; 
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das Product 


s  sinßs 
e—1 ße 


liegt immer zwischen + 1 und — 1, daher ist das letzte Integral 
zwischen 


+fer = + w- [era 
0 0 


enthalten, und folglich kann man statt der vorigen Gleichung schreiben 








s|- 


ee _ _B_ ß ß 
prutneat tn 
-1<e<+1 


Durch Uebergang zur Grenze für unendlich wachsende % wird hier- 
aus 


w-_ı 8 


ß 
a. i. nach Formel 6) in $. 59 


sin Be __ 1f_ef® + e-Pr 1 
9. eu ten} 


Setzt man noch 


« 
z = 2er, ß = In’ 
so wird die Gleichung 6) zur folgenden 
* sin «T 1 1 
7) Jr e=: au 


Auf ähnliche Weise erhält man 
*] — (c0satr dt 
8) Sr 1a + 1 a-en 1], 
9% 


welche Formel sich leicht durch Differentiation in Beziehung auf «& 
verificiren lässt, 


28* 
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. 8. 94. 


Reihensummirungen durch bestimmte Integrale. 


Da ein bestimmtes Integral als ein geschlossener Ausdruck gel- 
ten kann, dessen Werth sich nach $. 82 mit jedem gewünschten 
Grade der Genauigkeit berechnen lässt, so ist es nicht selten von 
Vortheil, endliche oder unendliche Reihen in bestimmte Integrale zu 
verwandeln, also die Summen jener durch die Werthe der letzteren 
auszudrücken. Einige allgemeinere Beispiele hierzu sind folgende. 


I. Setzen wır ". in “ 18, Nr. ” 


v)—f ta 
Bar 
1.2...0—)): 





.. + je-» (2), 


so ergiebt sich 
Ay (x) —_ (b — x)" n) 
da 1.2...n— 5 f @ 
mithin umgekehrt durch Integration 


ve) = - [„e=9 _ b- T 7) F®(x)dx + Const. 


Um die Constante zu beten. setzen wir erst x—b, dann 2 —=a 
und subtrahiren die so entstehenden Werthe von Y(x). Ist nun /®)(z) 
endlich und stetig von z=a bis 2 ==b, so ist es auch das Pro- 
duct (b — z)r-! f(x), und die Differenz Y(b) — Y(a) besitzt dann 
denselben Werth wie das bestimmte Integral 


b 
| ano 





vermöge der edentung von rw Kr "m 





Io — sa) - Tr) - PP... 
b 
— n—1l — — 
Eurer nn, DT, ee "da 


oder 
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1) Sa) + !Z® pa) + tz 2 BZM a) dh erennee- 
et eng 
B 

_ (b— x) 

= f(b) — ann Win 
Setzen wir . —amh ha schreiben % für x, so haben wir 
2) + + 

—=f(a+h) u era zum 


‘ und dies ist nichts Anderes als eine Summenformel für die n ersten 
Glieder der Taylor’schen Reihe. Gewöhnlich schreibt man statt 
der Gleichung 2) 


3» Setm=rd) + ts + Zt 


hr! _ 
. + 1.2..m 7 2) (x) + Bas 


wo R„ den Rest der Reihe bezeichnet, nämlich 


z+h " 
_ (ce +h— u"! EN 
*) =) 1.3.3... ont mau. 


Durch Substitution von v = x + v, du = dv erhält letzterer die 
Form 


5) | en EN — fe + dr 


und daraus wird für v. = hw 


6) AR=7T- 5” a Jar voertngan 


Nimmt man in der . Onieng 2) a = 0 und schreibt x für Ah, 
so erhält man 


7) JS)=/0) + 


f®=2 (0) _ 
“+t73...9-9” tr Bm 


Io 2.4224 
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wobei der Rest R, unter folgenden Formen dargestellt werden kann 


8) nf er en” win, 
9) R,= a 2...0m / (1 — w)"1f®) (zu) dw. 


Wendet man auf das hier vorkommende Integral die Formel 3) 
S. 415 an, indem man in letzterer w für x und nachher @(w) 
—= f" (zw), yY(w) = (1 — w)"-! setzt, so gelangt man zu derselben 
Restformel, welche sich aus Nro. 5) S. 207 durch die Specialisirung 
dw) = 2" — (TE — w)* ergiebt. 
I. In $. 82 wurde gezeigt, dass sich die Fläche 
d 


U = / I@)ax 


mit beliebiger Genauigkeit berechnen lässt, und zwar ist nach den 
Formeln 7) und 9), wenn 


[ra = re, = 


[san 


—hiflo) +fa+R)+fa+2h)+--+fla+n In) +1fatna)] 
— sh? [f(a+nh) - Fl + uohtlf”"(a+nk) — F”(a)l; 
darin bezeichnet @ einen positiven echten Bruch. Nimmt man in 
dieser Formel a=h=1lmithndb =» + 1 und addırt beider- 
seits 3/(n +4 1), so hat man. 


mr Sa) +/B) +. +fn +) 


fa)de +3 /yRr + - SW) + alfRr +) FM] 


al") —F"W)] 
oder fürn» + 1 = p und durch Trennung 
SU) +fF@) +/8) +. +f® 


(z==p) 


Y@)dz — I Y@dz + Yo) — Ya) 


b—a 
n 





gesetzt wird, 


+3DW/ —; M — "+ ef". 
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Fasst man die vonp unabhängigen Ausdrücke zu einer Constanten C 
zusammen, so hat man 


10) ’0 +/@) +f8) +.-"+/) 


— (+ / oda + 1fo) + Ufo) — hof"). 


Dabei müssen f(x), f(x), f" (&), f(x), f'’(&) endlich und stetig 
bleiben von x = 1 bis x = p; die letzte Function darf innerhalb 
desselben Intervalles ihr Vorzeichen nicht wechseln, und der echte 
Bruch @ ist immer positiv. 


Wie die Formel 10) zur Summirung endlicher Reihen benutzt 
werden kann, mögen die folgenden zwei Beispiele zeigen. 
1 
a. Mit der Annahme f(x) = z genügt man den angegebenen 


Bedingungen, und zwar für jedes. & > 1; ferner ist 


1 6 24 
!d)=-. "W=-„f"Q)=+45 
mithin 
1 
11) Ptititiee tz 
1 1 o 
= O+b +, np tr Hp 


Um die Constante CO, die jedenfalls einen endlichen Werth haben 
muss, zu bestimmen, schaffen wir Ip auf die linke Seite und gehen 
zur Grenze für unendlich wachsende » über; es wird dann 


1 
12) Lim 4414 +, 1) 0 
Diese Gleichung erhält eine bessere Gestalt, wenn die Formel 
ze — li+2)=40? I it —....- 
° — 11-1 — ])*# 
+ m Hr 


benutzt, welche aus der Formel 1) in $. 46 durch die Substitu- 
tionen 


1 . 
Zul er re 
hervorgeht, und worin bei positiven © der Werth von & zwischen O 
und 1 enthalten ist. Setzt man nämlich der Reihe nach x = 1, ı, 


1 
len. 7’ so erhält man 
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I+i+i4 + 104) 
1 1 1 1 1 1 
tn -ilptr:tr tn +-- 


‚ea (= Hat ts) 





. 4 ct aAyıay.... +; 


n jr 2" pr)’ 
wobei &, &, * : : &, verschiedene positive echte Brüche bezeichnen. 
Zufolge dieses Umstandes liegt die letzte Summe zwischen Null und 
1 1 1 
rat +t gm’ 
sie bildet also einen Bruchtheil dieses Ausdruckes,. Zerlegt man 
(» +1) m!p + (1 + >) und geht zur Grenze für unendlich 


wachsende » über, so wird 


=; —-3585 +: + 
und für unendliche % 
13) C=15 —19, +15, —:...,4 
dabei haben 5, S;, 84, etc. die nämliche Bedeutung wie in $. 50 


Formel 8). Die in Nro. 13) vorkommende Reihe wird rascher con- 
vergent, wenn man sie mit der Gleichung 


(— 1jre We; 


C ug Sn—ı + Sn, 


0=1—12—1!+1_—1_—... 
_ vereinigt, nämlich | 
14) C=1-—12+H (5 — D)—-1S—1)-+..... 


und hieraus findet man 
on C = 0,5772156649 - - » 


Nimmt man in Formel 11) beispielsweis p = 1000, so wird 
der Rest 


“ 
64 . 10008 ” 10m 
mithin erhält man die Summe der Reihe ıtr3+ +. auf 
wenigstens 12 Decimalen genau; sie ist 7, 48547 086 . 





b. Die Annahme f(x) = !x genügt gleichfalls den aufgestell- 
ten Bedingungen, falls x > 1 ist; sie giebt 
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15)  11+12 +---:-pw=l(1.2.3...p) 
1 E 
—— — 1 —— — 
Um die Constante zu bestimmen, erinnern wir an die identische 


Gleichung ) 
1.2.3.4 ‚3. eg, 
92 — — 


3. 
.6. 
woraus folgt 
2.4.6...(29) __ 21.2.3... 
1.3.5....@2q—D) 1.2.3. .(@2g) 
Wir nehmen beiderseits die natürlichen Logarithmen, wodurch rechts 
der Ausdruck 2gl2 + 21(1.2..9) — !(1.2..2g) entsteht, und 
transformiren die Logarithmen der Producte 1.2...q und 1.2...2q 
nach Formel 15), wobei zur Abkürzung 
1 Q 
| a, pr 
sein möge; wir erhalten so 
(en 2. 1.8 6. u LIRUE — (0-12 +49 +20, — 
oder nach Multiplication mit 2 und Subtraction von /(29 +1) 
22.42.62...(29)? I\ \. 
(Fr 5?...29—1)?2g+ „=: Can (2+7) Ta U Un 
Die linke Seite kann unter der Form 


(2.2.4.8.0.9. 2q 2) 


133557 2g—12gH+1 
dargestellt werden und convergirt bei unendlich wachsenden q gegen 


die Grenze !(&) (s. S. 237); rechter Hand nähern sich nn U, und 


U;, der gemeinschaftlichen Grenze Null, mithin bleibt 
Gr) = 20 — 212 oder C = 31(2n). 
Nach Nro. 15 ıst nun 


16) 1(1.2.3...P) = 1l(2n) + +) — p 
1 0, 
129 192 p°’ 


welche Formel bei grossen p eine anschnliche Genauigkeit gewährt. 

Schon in dem nicht günstigen Falle » —= 10 erhält man nach 
beiderseitiger Multiplication mit dem Modulus der Brigg’schen Lo- 
garithmen 
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log(1.2.3...10) = 6,5597642 — go . 0,0000023 
oder free =1unde = 0 
6,5597619 < log(1.2.3...10) < 6,5597642, 
was mit dem Werthe nn 
log(1.2.3...10) = 6,5597630 
auf fünf Decimalstellen übereinstimmt. 
Benutzt man wieder U, zur Abkürzung, so hat man nach Nro. 16) 
17) 1.2.3... 9= Varz(2)e”. 
Vermöge der Bemerkung, dass der Binomialcoefficient (u); eines gan- 
zen Exponenten & unter der Form 
1.2.3..... u 
1.2...u—k).1.2...% 
dargestellt werden kann, folgt aus Nro. 17) das Resultat 
(u: = I WR out 
RK) = V2n (u— Kyu—kt Yet Y% ’ 


welches für die Wahrscheinlichkeitsermittelung bei oft wiederholten 
Versuchen von Werth ist. 


Cap. XV. 


Die mehrfachen bestimmten Integrale. 


8. 95. 


Die Doppelintegrale und ihre Anwendung zur Cubatur 
begrenzter Räume. 


Wenn eine Function zweier. Variabelen x und %y zuerst in Be- 
zıehung auf y bei constant bleibenden x integrirt und das Ergebniss 
dieser Integration einer neuen auf x bezüglichen Integration unter- 
'worfen wird, so entsteht ein Doppelintegral, welches man durch 


far [re y)dy 


bezeichnet und wobei die Anordnung beider Integrationen ı von der 
Rechten zur Linken gelesen wird. So ist z. er 


Kae = fa Van Vzi5 r ci 


=—la+V#+M)+0r+0 
und darin bedeuten C und C; die beiden durch die Integratienen 
eingeführten willkührlichen Constanten.. Wie man sieht, bietet die 
Sache keine Besonderheiten dar so lange die Integrationen unbestimmt 
bleiben, sie verlangt dagegen eine genauere Untersuchung falls die 
Integrationen zwischen bestimmten Grenzen vorgenommen werden 
sollen. 


Nach der primitiven summatorischen Bedeutung des einfachen 
Integrales ist 


f f@, y) day 
yo 
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die Grenze, welcher sich die Summe 


SawW)atfeyta)ae tfaoytato)a + - --- 
’ + fl % +a+&8+:.+ En—ı) En 
unendlich nähert, wenn die Anzahl der Grössen &, &,- - - iu 
Unendliche wächst, während gleichzeitig jede einzelne derselben gege 
die Null convergirt und ihre Summe = Y — % bleibt. Diese 
Grenzwerth kann auch als Differenz zweier Specialwerthe des unle 
stimmten Integrales 


f Sa, y)dy = Flx,y) + Const. 


angesehen werden, jedoch nur unter der Voraussetzung, dass F'(z,y 
innerhalb der Integrationsgrenzen endlich und stetig bleibt. Die: 
Voraussetzung festhaltend, dürfen wir 


/(%) arten ts)a tem ti te)es + -- 
.+fß@ytatast + -)% 
—= F(a,Y) — Fla,y) — 6 

setzen, wobei nach $. 64 S. 305 die mit 6 bezeichnete Grösse zw- 

schen — u (Y— y,) und + u(Y—%,) liegt, wenn u eine beliebig 

kleine willkürlich gewählte Zahl bezeichnet. Geben wir dem x der 

Reihe nach die Werthe x, 20 + 9, 0 + I + ds, -.-o. + 4 

+6 + --- + d„—ı und multipliciren die entstehenden Gleichun- 

gen mit Ö,, O4, . . . Om, 50 erhalten wir durch Addition 


So, Y0) d1 & + la Yo + &ı) dı 85 + Flaoı Yo + &ı + &) m + .. 
+ flo + 0) + 7 + 9% + m + 


fon +dtdt- Hm 1, 2 yo) Ön & +  |—_—_—_ 

=[F(x, Y)— Flo, y%)]9ı + [Fo +0, 2) — Fon +0, Wo) +" 
(01 6, + 05 Ö3 + + 00m) 

worin jede der Grössen 6,, 6a, . . . 6m beliebig klein gemacht wer- 

den kann. Wählen wir 6}, 605, - - » dm 80, dass ihre Summe 


= X — m ist, so haben wir linker Hand eine Doppelsumme von 
der Form 


zaf(@,y) IxAy, 


worin sich die zwei Summenzeichen auf die für x und %y geltenden 
Werthepaare 
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%0, Yo; x Yo + &ı; Tu Yo + &ı + &2;5--- 
%p + 01,96; x + 01,90 + 815 td, tet E;--- 
ty teten th ty tete 


beziehen und der Reihe nach 


Ax—=6,, Ös, Ögn 2 2 00 Oms 
Ay &, &, & -- + + Enı 


zu nehmen ist. Die erste Summe rechter Hand lässt sich 


x 
= [IF@, Y) — Finy)]dx — 0 


setzen, wo _ gegen die Null convergirt, wenn m unendlich wächst, 
jedoch ist hierzu die Bedingung erforderlich, dass F'(x,y) endlich und 
stetig bleibt innerhalb der Intervalle x, bis 2—=X und y = % 
bis y= Y. .Was endlich die Summe 6,6, + 0,6, + etc. anbe- 
langt, so zeigen ganz ähnliche Schlüsse wie in $. 64, dass sie zwi- 
schen — A(X— x) und + A(X— 2.) gefasst werden kann, wo 4 
eine beliebig kleine Grösse ist. Durch Uebergang zur Grenze für 
gleichzeitig unendlich wachsende m und rn ergiebt sich nach diesen 
Bemerkungen 


Z 
Lim ZEf(n9) 40 1y= | [Fo D— Foy))da 
2x0 


Um diesen Satz in Worten ausdrücken zu können, setzen wir 


xı r 
LmZEfa)4ndy=| [Iawazay, 
20 9 
d. h. wir definiren das bestimmte Doppelintegral als den Grenzwerth 
der Doppelsumme von f(z,y) 1x.fy, wenn x und y alle mit den 
Integrationsgrenzen verträglichen Werthepaare erhalten und x und 
Ay gegen die Null convergiren; die Gleichung 


X Y Z . 
f f ay)da day = [IF@D- Fay)]ldr 
/ yo 2x0 


0 


j x r 
— fa Sa, y) dy 
20 yo 


zeigt dann, dass jener Grenzwerth auch durch zwei aufeinander fol- 


L) 
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gende Integrationen gefunden werden kann, falls die Integrations- 
grenzen endliche Grössen sind und die Functionen 


say, [fa9ay. Ja [ranas 


innerhalb jener Grenzen endlich und stetig bleiben. 

Aus der summatorischen Bedeutung des Doppelintegrales geht 
noch hervor, dass es, wenn auch umständlich, doch jederzeit möglich 
wäre, den Werth eines Doppelintegrales direct mit beliebiger Ge- 
nauigkeit zu berechnen, 

Den vorigen analytischen Betrachtungen lässt sich auf folgende 
Weise ein geometrischer Sinn unterlegen, der zur Lösung eines 
stereometrischen Problemes führt. In Fig. 76 mögen OL=z, 


Fig. 76. 





LN=y, NP=g die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
P bedeuten und es sei 
2 = f(x, y) 
die Gleichung einer Fläche, auf welcher jener Punkt liegt; ferner 
denken wir uns in der xy-Ebene parallel zur 4-Achse zwei Gerade 
gezogen, deren Entfernungen von jener Achse bekannt, nämlich 
OL) = % und OL, = X sein mögen; in derselben Ebene stellen 
wir uns endlich zwei Curven vor, welche durch die Gleichungen 
IN =w=9(@), IM=Y=vYl) 

bestimmt sein sollen. Jene Geraden und diese Curven schneiden 
sich im Allgemeinen und bilden ein ebenes theils gerad, theils krumm- 
linig begrenztes Viereck ; letzteres betrachten wir als die Basis eines 
geraden Cylinders, welcher oberhalb durch die vorhin erwähnte 
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Fläche begrenzt wird, und stellen uns die Aufgabe, das Volumen V 
dieses Cylinders zu berechnen. 

Aendern wir z um dx, gleichzeitig y um dy, construiren wir 
ferner das Rechteck aus dx, dy und lassen von allen Punkten seiner 
Peripherie Gerade || OZ bis zur Fläche aufsteigen, so erhalten wir 
ein Parallelepiped von der endlichen Höhe # und der unendlich klei- 
nen Basis dxrdy; sein Volumen ist edzdy = f(xz,y)dxdy. Das 
gesuchte Volumen Y bildet die Summe einer unendlichen Menge 
solcher Elementarparallelepipede, und daher ist 


v= / [rasay= [ [Hawdzay 


wobei sich die Anwendung doppelter Summenzeichen durch den Um- 
stand rechtfertigt, dass die Summe aller Parallelepipede nur dann 
vollständig zu erhalten ist, wenn letztere nach den beiden Richtun- 
gen der y und x zusammengezählt werden. Vereinigt man erst die- 
jenigen Parallelepipede, welche zu einem und demselben x aber zu 
den verschiedenen von y, bis Y gehenden y gehören, so bedeutet der 
Ausdruck 
Y 


[re Y„dardy—=dı | fla,y)dy 
yo 
das Volumen einer Schicht, welche die Dicke oder Höhe dx besitzt 
und in der Entfernung x parallel zur Ebene yz steht, mithin den 
Querschnitt N, Nı Qı Q. zur Basis hat. Durch Vereinigung aller die- 
ser von £ = % bis x = X reichenden Schichten erhalten wir das 
ganze Volumen 


1) = ‚= [ 12 [Haar 


Zu demselben Resultate gelang man auch mittelst der Formel 


‚= [var 
x 


worin U den Flächeninhalt des Querschnittes N,.N, Qı 9 bedeutet, 
welcher im Abstande x parallel zur y2-Ebene gelegt ıst. Nach der 
bekannten Regel zur Quadratur ebener Flächen hat man, LN = y 


als Abscisse und NP = & als Ordinate ansehend, 
Y 


U= rar. 


vo 
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mithin durch Substitution in die vorige Gleichung 


2 7 An 
r-/ frau} a2= far | ray 
%o vo 20 yo 


Diese Formel stimmt mit Nro. 1) überein, sobald /(z,y) für # ge- 
setzt wird. | 

Als Beispiel einer solchen Cubatur diene folgender Fall. Die 
oberhalb begrenzende Fläche sei ein elliptischeg Paraboloid, bestimmt 
durch die Gleichung 

2 = 022 + By; 
die Basis des Volumens sei ein rechtwinkliges Dreieck (Fig. 77) mit 
Fig. 77. den Kathetten OA = a, 

OB=b. Die Summation 
aller Volumelemente, d. h. 
die doppelte Integration be- 
zieht sich dann auf alle 
positiven x und y, welche 
der Bedingung 


% Yy 
< — <] 
0ıs, tr; = 


genügen, mithin sind die 
Integrationsgrenzen 





Dies giebt 
. 311-7) 
= [as (0x2 + By?)dy 
0 0 


= fürjen. b (1 - 2) +0 3°(1- 2) 


— Lab(ca? + Pb?) 
Denkt man sich denjenigen Punkt D der Fläche aufgesucht, dessen 
Coordinten 0OA=a, 0B=AC=b, (CD=c sind, so ist 
c= aa? + ßb?, mithin V gleich dem zwölften Theile des Paral- 
lelepipedes aus den Kanten a, b, c. 





Cap. XVL 8. 96. Die Umkehrung der Integrationenfolge. 449 


Für ein zweites Beispiel behalten wir das elliptische Paraboloid 
als obere Begrenzungsfläche bei, nehmen aber als Basis die ganze 
aus den Halbachsen a und b construirte Ellipse. Die Integrationen 
beziehen sich jetzt auf alle positiven und negativen x ; und y, welche 


der Bedingung 
2\? 3 
<Ii— _)< 
= (2) + (4 = ı 


+a +] 1-(2) 
„— J da / (ax2 + By) dy. 


-V1-(2)' 


Die Ausführung beider Integrationen giebt 
= irab(aa? + ßb2) = irmabe, 
worin wieder ein einfacher stereometrischer Satz liegt. 


genügen; daher ist 


8. 96. 


Die Umkehrung der Integrationenfolge. 


Durch die summatorische Bedeutung des Doppelintegrales, welche 
in der Definition 


/ /- fny)dxdy — Lim ZEf(a,y) A Ay 


ausgesprochen ist, wird man (ähnlich wie bei den unendlichen Dop- 
pelreihen) zu der Frage veranlasst, ob der Werth des Doppelintegra- 
les ungestört bleibt oder nicht, wenn man die beiden angedeuteten 
Integrationen in umgekehrter Reihenfolge ausführt. 

Betrachten wir zunächst den Fall, wo die Integrationen unbe- 
stimmte sind, 2, nennen Y den wen Doppelintegrales, so ist 


= says, = a9) 
Andererseits EM nach $. 15 die Gleichung 
ev 09V 
009 — Dyde | 
vorausgesetzt, dass die Variabelen x, y keine solchen Werthe erhal- 
ten, wodurch eine der Functionen 


Schlömilch, Analysis. 1. 29 
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er or WU, 

0z0y’ 02’ 0y’ 
discontinuirlich werden könnte; es ist daher unter dieser Be 
schränkung 


00V 14 
Oyox = /(aY), n = [ranaz, 


v— / [Iasayar. 


Demnach besteht die Gleichung 


| S[ Jranazas = [ [renavas 


so lange, als die vier Functionen 


san. fand, [ranar, [ [rawazay 


keine Unterbrechung der Continuität erleiden. 

Bei bestimmten Doppelintegralen ist diese Schlussweise nicht 
direct anwendbar, und daher muss man in diesem Falle auf die Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen zurückgehen. Meistentheils 
sind die vier Integrationsgrenzen nicht unmittelbar gegeben, sondern 
man kennt nur eine Bedingung, welcher die Variabelen x und % ge- 
nügen sollen (vergl. das vorige geometrische Beispiel); gleichzeitig 
ist auch die Anordnung der Integrationen nicht vorgeschrieben, es 
wird nur die Doppelsumme aller der Elemente f(x, y) dxdy verlangt, 
für welche jene Bedingung besteht. Ist letztere der Art, dass sich 
aus ihr bestimmte Integrationsgrenzen sowohl bei der einen als bei der 
anderen Anordnung der Integration ergeben, so. kann man auch die Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen zweimal anwenden, indem man erst 


f Sa,y)dy = Fia,y) 


setzt und die zugehörigen Integrationsgrenzen %, Y, &%, X bestimmt, 
nachher aber 


2 Sowas = oa) 


setzt und die neuen Integrationsgrenzen &,, #5, 0, T aus der gege- 
benen Bedingung herleitet. Im ersten Falle findet man 
Y 


x 
Lim ZZf(2,y) dc Ay= / dz | Say) day, 


ne Yo « 


im zweiten 
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Y & 
Lim 22 f(z,y) 1x1y =/@|r6 y)de, 
No 0) 


mithin 
f r Ya 
I@y)dzdy = J f@,y)dyda; 
0 J / 0 


jedoch gilt dieser Satz im Allgemeinen nur so lange als die Func- | 
tionen 


Say): f S@y)ay, / fla,y) dz, 


[as Yaay, fa fra „da 


endlich und stetig bleiben. 
Diesen Erörterungen lässt sich auf folgende Weise ein geome- 
trischer Sinn unterlegen. In Fig. 78 mögen OL=x, OM—=LN=y, 
Fig. 78. 





und NP = g die drei rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes P 
im Raume bezeichnen, ferner sei 8 —= f(x,y) die Gleichung einer 
Fläche, endlich denke man sich in der xy-Ebene eine geschlossene 
Curve oder überhaupt einen Contour L, M, L, Mı gegeben; nimmt 
man letzteren zur Basis eines Cylinders, welcher von der vorigen 
Fläche geschnitten wird, so ist das Cylindervolumen 


v=| [razay= | [Iawazay, 


09” 
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wobei x und y an die Bedingung gebunden sind, dass der Punktry 

die Cylinderbasis nicht überschreiten darf. Aus dieser Bedingung 

ergeben sich in jedem Falle die nöthigen Integrationsgrenzen, wobeı 

wir der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die Curve 7, M, Lı Mı 
von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten wer- 
den könne. Integrirt man zuerst in Beziehung auf y bei vorläufig 
constanten z, so sind (wie in $. 95) Li, —= y., LLı = Y die Inte- 
grationsgrenzen für y; die nachherigen Integrationsgrenzen für = 
sind die Entfernungen, in welchen die beiden parallel zur y-Achse 
an die Cylinderbasis gelegten Tangenten die x-Achse schneiden. Will 
man dagegen zuerst nach x integriren, so verlängert man die Gerade 
MN bis zu ihren Durchschnitten M, und M, mit der Cylinderbasis 
und erhält MM, —= &,, MM, = #%; die Grenzen für die nachherige 
auf y bezügliche Integration ergeben sich. wenn man parallel zur 
x-Achse Tangenten an die Cylinderbasis legt. Sowohl bei dem er- 
sten als bei dem zweiten Systeme von je vier Integrationsgrenzen 
ist die Bedingung erfüllt, dass der Punkt N die Cylinderbasis nicht 
überschreitet; dann erhellt aber ohne Weiteres, dass die Summirung 

aller Volumenelemente zedxdy in beiden Fällen dasselbe Cylinder- 

volumen liefern muss. 

Am einfachsten wird die Sache, wenn alle vier Integrations- 
grenzen absolute Constanten sind, was geometrisch bedeutet, dass 
die Cylinderbasis ein Rechteck ist, dessen Seiten parallel zu den 
Achsen x und y liegen. Man hat in diesem Falle 


@ d b @ 
/ / Ya ddr äy = / Sranayaz, 


wenn die sonst noch angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 
Als Beispiel betrachten wir das Doppelintegral 


a 5b b a 
f Se-wrsinzdzay = JS Ser ons va; 
0 0 [) 0 


es ergiebt sich, wenn jedesmal die erste der angedeuteten Integra- 
tionen ausgeführt wird, 


1— eo [1 e7°%(eosa + ysina) ; 
Je — sin® dx [= I 2 gi 


tan b [: A } ir d 
= arclan ma Ir y dy — sina 1 Y- 








. 


der Integrationenfolge. 
1 
Da der Bruch 1% zwischen 0 und 1 liegt, so ist der Werth 


des mit cosa@ multiplicirten Integrales positiv und kleiner als 
. B " 


— pmab 
era -1=E8, 
77 


0 


453 





für das zweite Integral rechter Hand gilt eine ähnliche Bemerkung, 
und man hat daher 


_ a 

1— ed _ 1— eb 
3 nn Sinzda — arctand — — (09084 + Q1 Sina) 
wo @o und Qı nicht näher bestimmte positive echte Brüche bezeich- 


nen. Durch Uebergang zur Grenze für unendlich wachsende «a er- 
giebt sich ferner, a und b als positiv vorausgesetzt, 


1 — e-dr 
1) fi —— sinzdz — arctanb. 
0 


Das Integral linker Hand zerfällt in die beiden Integrale 


jr] . je} . 
sin X sin® 
f dx jr e-d*dz, 
% VE 





0 


und da — immer zwischen + 1 und — 1 enthalten ist, so liegt 


der Werth des zweiten Integrales zwischen 


Sera und - jean 
0 
er kann deshalb 


’ \ı 

= et de —=o0 — 

“ “ d 
gesetzt werden, wenn _ einen positiven oder negativen echten Bruch 
bedeute. Aus der nunmehrigen Gleichung 


+] 


. e 
j® de — 8 —_ arctanb 
/ © b 





folgt fürb = @ 


9) je dz —., 
/ % 2 
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Dieses Beispiel lehrt gleichzeitig, wie man sich in den Fällen zu ver- 
halten hat, wo unendliche Integrationsgrenzen vorkommen. 

Um auch ein Beispiel für den allgemeinen Fall zu haben, be- 
trachten wir das Doppelintegral 


r=/ /v 40? — 2? — y? dzdy, 


worin sich die Integrationen auf alle positiven, der Bedingung 
@—- + y<se 
genügenden x und y beziehen mögen. Geometrisch bedeutet hier 7 


das Volumen eines Cy- 
linders, welcher den über 
° OA = 2c constrüirten 
Halbkreis zur Basıs hat, 
und von einer mit dem 
Radıus 0 A beschriebe- 
nen Kugel geschnitten 
wird (Fig. 79). Integrirt 
man zuerst in Beziehung 
auf y, so sind O0 und 
LQ=V 2cx — z?die 

zugehörigen Integra- 
tionsgrenzen; nachher ist 
x von O0 bis 2c auszu- 
dehnen, also 


" Fig. 79. 
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2c Vier 
Vv= [4 [VIE =# Fa 


N 


v 0 
= 1 [üejoe-aVErr + 0a) Er) 


= (@ 1 — 8) (2 c)2. 
Bei umgekehrter Anordnung der Integrationen gelten für x die Gren- 
zen Ms = c — Ve? — y? und MSı =c + Ve? — y3, für y die 


Grenzen 0 und c, mithin ist auch 


e e+ Vera 
= /a / Vie -a—g de. 
0 c-ya—y! ” 


Als Werth des ersten Integrales findet man 





der Integrationenfolge. 


IV2} (+Ve —ypV e-Ve--c-Va) V c Va 
+1(4c?— y?) Ircsın Lee Deere — arcsin ——— re 


derselbe lässt sich aber noch sehr zusammenziehen. Das Quadrat 
vom Inhalt der ersten Parenthese ist nämlich 2 4? (c— y), mithin der 
Inhalt selbst = yV 2(c—y); mittelst der Formel 9) auf 8. 5 er- 
giebt sich ferner als Differenz der beiden Kreisbögen der eine 
Bogen 


Ve — 2 __ — 2__ 
aresin v3 u 
40? — 
V 3_ _ _ 
= arcesin 2 2V ed! 3e, se’ y) 9) aresin 2Vee—9 
ap 2c—y 





== } 3 
arcsın [ 2c—y 


wobei die Formel 





]= 20) ; 
— darcsın —, 
y 2c—y 


arcsin (2 Vi — y?) = 2arcsiny 
angewendet worden ist. Nach diesen Bemerkungen, erhält man 


= Pvaezn + wann VE] ar 
1) 








—y 
was zu demselben Werthe von V führt wie die vorige Rechnung. 


Den Nutzen, welchen die Umkehrung der Integrationenfolge 
gewährt, zeigt das etwas allgemeinere Beispiel 


‚— I Je Tr-r v(y)drdy, 


worin Y(y) eine beliebige Function von % bedeuten und die Inte- 
grationsbedingung dieselbe wie vorhin sein :möge. Hier lässt gich 
bei der ersten Anordnung die auf y bezügliche Integration im All- 
gemeinen gar nicht ausführen, wohl-aber kann man bei der zweiten 
Anordnung genau wie vorhin rechnen; damit gelangt man zu der 
Gleichung 

2c V?er—as ’ 


Vie — 02 — yYyly)dedy 


— f Veen + (4 c? — y?) arcsin Va U (y)dy, 
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welche die Reduction des Doppelintegrales auf ein einfaches dar- 
stellt. 


Hinsichtlich des allgemeinen Doppelintegrales 


x r 
v=/ [ramaray 


zo - 

fügen wir noch eine Bemerkung für den Fall bei, dass die Function 
F(&,y) innerhalb der Integrationsgrenzen Unterbrechungen der Con- 
tinuität erleiden sollte. Wird f(x,%y) nur einmal discontinuirlich und 
zwar für x = &undy==n, wo & zwischen 2, und X, n zwischen 
%, und Y liegt, so betrachtet man Y als den speciellen Werth, wel- 
chen die Summe 

x 


—-s Tr r 
f Srawazay + / Sr@wazay 


02) +d » 

bei gleichzeitig verschwindenden Ö und & erhält. In jedem der bei- 
den einzelnen Integrale bleibt /(x,y) econtinuirlich und daher können 
dieselben wie früher behandelt werden. Aehnlich verhält sich die 
Sache, wenn mehrere Unterbrechungen der Continuität vorhanden 
sind. Im Allgemeinen gilt hier der Satz nicht mehr, dass der Werth 
des Doppelintegrales unabhängig von der Anordnung der Integra- 
tionen ist. 


8. 97. 


Doppelintegrale in Polarcoordinaten, 


Will man in einem Doppelintegrale statt einer der beiden Va- 
riabelen £& und % eine neue Veränderliche substituiren, so hat man 
ganz wie in $. 91 zu verfahren, und daher bedarf dieser Fall keiner 
besonderen Auseinandersetzung; dagegen wird die Sache anders, 
wenn statt x und % gleichzeitig zwei neue Variabele’ einzuführen 
sind. 

I. Wir betrachten zuerst den einfachen und häufig vorkommen- 
den Fall, wo das Doppelintegral 


1) v=/ [Iaydzay 


in Polarcoordinaten transformirt, also 
2) x —=rc0s0, y—= rsind 
gesetzt werden soll. 
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Denken wir uns die auf y bezügliche Integration als die erste, 
so können wir zunächst 0 für y einführen, wenn wir aus den Glei- 
chungen 2) die neue Gleichung | 

y— xtan 
bilden, worin x als Constante zu betrachten ist; dies giebt 


7=/ [I@stand)dn.useerdd0, 


Um zweitens r an die Stelle von x zu bringen, substituiren wir 


x —= rcos® und beachten, dass hier cos constant, dagegen r die 
neue Variabele ist; wir erhalten so 


| v=/ [frcos0, r sinO) cosO dr .rcosd sec? 0 40 


= / [frooso, rsinO)rdrdd, 


wofür bei umgekehrter Anordnung der Integrationen auch 


3) | v=/ [sroo0, rsinO)rd0dr 


geschrieben werden kann. Die Einführung von Polarcoordinaten 
geschieht also in der Weise, dass x, y, dx dy der Reihe nach durch 
rcos0, rsinO, rdO dr ersetzt werden. 

Der geometrische Sinn dieser Transformation ist folgender. 
Betrachten wir = f(x,y) wieder als Gleichung einer Fläche und 
V‚= f f zdxdy als Volumen, so bleibt es für die Grösse von V/ 
gleichgültig, ob die Basis dieses Volumens in rechteckförmige oder 
in anders gestaltete Elemente zerlegt wird, wenn nur diese Elemente 
die Basis, und die über den Flächenelementen construirten Parallel- 
epipede das gesuchte Volumen wirklich ausfüllen. Diejenige Zer- 
legung nun, welche einem polaren Coordinatensysteme entspricht, 
ergiebt sich von selbst, wenn man r und Ö gleichzeitig ändert, und 
während das rechtwinklige Coordinatensystem zu einer schachbret- 
ähnlichen Theilung der Basıs führt, sind bei dem Polarsysteme die 
einzelnen Elemente von zwei concentrischen Kreisbögen und von 
zwei Radien begrenzt (Fig. 80 u. 81 a. f. S.). Irgend eines dieser 
Elemente NN,N;N, (Fig. 81) kann als Rechteck aus den Seiten 
NN, und NN, betrachtet werden und zwar ist 

0L=2,LN=y0N=r/_LDON=9, 
NN, =dr, NN, =rd0, Fläche NN, N N =rdd.dr. 
Das Volumen V entsteht durch. Summirung der Parallelepipede über 
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den Flächenelementen; der Inhalt eines solchen Parallelepipedes ist 


srdödr, folglich 
‚= [rravar, 


Fig. &0. Fig. 8. 












































Y 


was mit Nr. 3) übereinstimmt, wenn s — f(a, 9) = f(r cos 6, rsin 6) 
wieder eingesetzt wird. 

Die Integrationsgrenzen für r und @ sind in jedem Falle beson- 
ders zu bestimmen. Sind die ursprünglichen Grenzen für x und y 
so beschaffen, dass der Punkt xy innerhalb eines Contours bleibt, 
welcher von einer Geraden in höchstens zwei Punkten geschnitten 
werden kann, so ergeben sich die Integrationsgrenzen für r, wenn 
man den Radiusvector ON bis zu seinen Durchschnitten 9, und Qı 
mit jenem Contour verlängert (Fig. 81); die Grenzen für # sind nach- 
her die Winkel LOT, und LOT;, welche zwei, von O aus an den 
Contour gelegte Tangenten mit der x-Achse einschliessen. Für O Q0—=ro, 
0a=RLLORn=6, L LOT = ® ist dann 





er 
r=/f Sreosa rsin O)r dd dr. 
& » 


Einige allgemeinere Beispiele mögen dies erläutern. Beziehen 
sich die ursprünglichen Integrationen auf alle positiven = und 9, 
welche der Bedingung 2? - y? < co? genügen, so bleibt der Punkt 

- 29 innerhalb eines mit dem Radius c beschriebenen Kreisquadranten; 
man erhält für diesen Fall , 


. Yaza =. 
4) [ a y)dady = Sr cos 0, r sin O)r ddr. 
v [} 


Ist ursprünglich die Bedingung gegeben, dass sowohl x als 9, 
positiv und (e— c)? + y? Sc? sein soll, so bleibt der Punkt xy 
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ım Innern eines Halbkreises, dessen Durchmesser 2c auf der 
9 - Achse liegt; dies giebt 
2e Vrer— at iz 9cc0sß 
5) / Jre Y)dıdy = [reos®, rsinO)rdOdr. 
00 N) 


0 
Hiernach ist speciell 


2c Vioe—a In 2ec0s9 

[VieZa-yparay = /v 4c? — r!rdOdr 

0 0 0 0: 
ir 
= ! dd.42c)? (1 — sin?0) = 12? Gr — 
J | 
übereinstimmend mit der viel umständlicheren Rechnung im vorigen 
Paragraphen. 
Das unter Nro. 5) verzeichnete Integral lässt sich auch auf die 

Weise transformiren, dass man erst z —= x, — c und nachher 2, = 


rc0s0, y = rsin® setzt, wovon der geometrische Sinn leicht einzu- 
sehen ist; man erhält zuletzt 


Ic Vlexr— a 7 e 
6) / Sranazay =/ [res rsinO)rdOdr. 
0 0 0 0 


Wenn sich die ursprünglichen Integrationen auf alle positiven x 
und % beziehen, so durchläuft der Punkt xy die ganze unendliche 
Ebene, welche von den positiven Theilen der x- und y-Achse begrenzt 
wird; bei Polarcoordinaten geschieht dasselbe, sobald r von 0 bis &, 
dagegen # von O bis 1x ausgedehnt wird, mithin ist 


In _ Ä 
7) [ Jre»aras = / [reroos6, rsinO)rdOdr. 
| 0 0 © 


. Als gelegentliche Anwendung hiervon diene die Ermittelung 


des Werthes von 
f e- dx, 


0 
welcher vorläufig mit K bezeichnet werden möge. Für das Doppel- 


integral 
[fear 


0 
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hat man erstens 


Se rar feräs — K?; 
0 0 


andererseits ist dasselbe nach Nro. 7) 


im Ir 
=/ Serraar= [20-1 — 1y, 
0 0 0 


Die Vergleichung beider Resultate giebt K—1YVr d.i. 


f de = iVm 


0 


II. Auf die in Nro. 4), 5) und 6) betrachteten Integrale lassen 
sich einige andere von etwas allgemeinerer Form zurückführen. 
Sind die ursprünglichen Integrationen so zu leiten, dass bei positiven 


U ge 


bleibt, so bewegt sich der Punkt xy innerhalb eines Ellipsenquadran- 


ten, und es ist dann 
„ ?Vı-6) 
— =/ / FW) dzay. 
Indem man erst z = a£, nachher y = bn substituirt, kommt man 


äuf ein neues Integral, welches an die Bedingung &? + 7? < 1 ge 
bunden ist, nämlich 
ı Yı-B 


— ab / / fabbnasan 


Dieses lässt sich nach Nro. 4) behandeln, wenn man c, 2, y durch 
1,&=1rc0s0,n= rsinO ersetzt; hiernach wird 


»Vı-() 
9) | resuuze] " [ptaren brsin6)r dOdr. 


Auf dieselbe Weise erhält man aus Nro. 6) und 7) 


EEE nn. | u. ———. 
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2a ? 2-(2) | j7 2c080 


LO) S [sandra — ab [rtarcos6 drsinO)rdOdr 
° 9 | 


0 0 


n 1 
—=ab JS rares0-a brsinO)rdd dr. 
0.0 


8. 98. 


Substitution neuer Variabelen in Doppelintegralen. 
/ 


Die im vorigen Paragraphen gezeigte Transformation ist nur 
ein specieller Fall des allgemeinen Problemes, statt der ursprüng- 


lichen Variabelen x und y zwei neue Variabele s und ? einzuführen, 
welche mit jenen durch zwei Gleichungen 


1) = p(st), y=Ylst) 
verbunden sind. Will man diese Substitutionen nicht gleichzeitig, son- 
dern nach einander bewirken und zwar zuerst y durch ?t ersetzen, so 


denke man sich s aus beiden Gleichungen eliminirt und das Resultat 
auf die Form 


y—ıkd) 
gebracht; für die erste Integration bleibt x constant, und es wird 
daher 


[ Srwwarav= | [Iune dar 2ER ar 


Substituirt man jetzt @(s,t) für x, wobei: t als constant, dagegen s 


als die neue für x eintretende Variabele zu betrachten ist, so erhält 
man ein Resultat von der Form 


| Jrenaa = [ [red von] @asat, 


wo 2 eine Function von s und t bedeutet, die sich durch Ausfüh- 
rung der angedeuteten Operationen von selber bestimmt. 

Dieses Verfahren erlaubt eine wesentliche Modification, wenn 
man beachtet, dass es nur darauf ankommt, dxdy auf die Form 
Qdsdt zu bringen, indem man bei der ersten Integration x als Con- 
stante ansieht. Statt nämlich aus den Gleichungen 1) die Variabele 
s zu eliminiren, kann man auch ds herausschaffen, was folgende 
Rechnung giebt. Man hat zunächst, weil erst x als Constante gilt, 
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—_ 29 op —_ 1% 
I=,4+r7, 4Hdy= Ds + a 


mithin durch Elimination von ds 
day= 


Bei der zweiten Integration ist x die ursprüngliche, 8 die neue YV>- 
riabele, daher 


_09 
d=7, ds, 


also zusammen 
_ 09 od nn. 2 28) 
dedy = HT dsdt. 


Die allgemeine Formel zur ichzeitigen Substitution zweier neuen 
Variabelen lautet jeizt 


Srawazay 
=. 0 _ Op Ob 
= / [sten von (2% 2.) asar. 


Zu derselben Formel gelangt man durch folgende geometrische 
Betrachtung, bei welcher das ursprüngliche Doppelintegral wieder 
als Volumen (s. $. 95) angesehen werden möge. Zwei willkührliche 
Grössen s und t, welche die Lage eines beliebigen Punktes in der 
Horizontalebene bestimmen, lassen sich als Coordinaten dieses Punk- 
tes betrachten, wenn man den Begriff der Coordinaten in seiner wei- 
testen Bedeutung nimmt. Die Gleichungen 1) vermitteln dann den 
Uebergang von den ursprünglichen rechtwinkligen Coordinaten x 
und y zu den neuen Coordinaten s und ti. Für die Grösse des Vo- 
lumens V ist es aber gleichgültig, ob seine Basis in rechteckförmige 
oder anders gestaltete Elemente zerlegt wird, und daher fragt es sich 
nur noch, welche Zerlegung dem neuen Coordinatensysteme der s 
und ? entspricht. Sowie nun das frühere Element 'ein Rechteck war, 
dessen vier Ecken durch die Coordinaten _ 

ya trdayaytdayatdny + dy 
bestimmt wurden, so müssen wir als neues Element ein Viereck neh- 
men, dessen Ecken N, N,, N,, N, die Coordinaten 


st; s + dst; st+ dt; s + ds, t + di 
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haben (Fig 82). Da die Bögen NN, NıN;, N. Ns, Na.N unendlich 


Fig. 82. klein sind, so können wir sie als 
gerade Linien und das Flächen- 
0 LL, Ll, % element NN,N,N, als das Dop- 





pelte des Dreiecks NN, N; be- 
trachten; letztere Fläche lässt sich 
aber durch die Coordinaten ihrer 
Ecken ausdrücken. Bezeichnen 
wir nämlich die rechtwinkligen 
Coordinaten der Punkte N, N, 
Ns und N, mit x und y, &%, und Yı, 
x, und %s, so ist die Fläche des 
Dreiecks 

NNN = ale, — (a —Y) — (2 — 2) (yı —Y)) 
mithin die Fläche des: Elementes 

NNNN=M-)n-N)- an) 
Der Punkt N, entstand aber aus dem Punkte N durch alleinige 
Aenderung des s, mithin ist 


ebenso führte die partielle Aenderung des t von N nach N;, man 
hat folglich 


Beta, y=y+ ar 
Durch Substitution dieser vier Werthe ergicht ich 


__ (92 9y _ ©%& 2) 
NNNN= (55 — 5755) dedt, 


oder wegen der Gleichungen 1) 
__(0p Ob Op Oy 
NNNN = Er 2. 5.) ds äsdt. 

Das Product 2.NN,N;N; = f(x, NM stellt wieder das 
Volumen eines unendlich dünnen Parallelepipedes dar, und die Dop- 
pelsumme aller dieser Volumenelemente giebt das ganze Volumen; 
nach Substitution der Werthe von x, y und N,N,N;N, gelangt man 
zu der Gleichung 2). 

Es versteht sich von selbst, dass bei bestimmten Doppelintegra- 
len die neuen auf 8 und # bezüglichen Integrationsgrenzen besonders 
zu ermitteln sind. Wir geben hierzu ein paar Beispiele namentlich 
auch um zu zeigen, wie durch passende Wahl von @ und % con- 
stante Integrationsgrenzen für s und ? zu erreichen sind. 
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a. Wenn sich die Integrationen auf alle positiven, der Be- 
dingung 
0<re + y<e 


Fig. 88. genügenden x und % beziehen, so be- 
wegt sich der Punkt xy innerhalb des 
0 n — A __X Jleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks 
_ AOB (Fig. 83, 0A=0B=c) und 
M N 
es ist 
2) v—/ [Iamazay 
oo 
B Durch N legen wir ST|| AB, ziehen 
y SM und setzen 0S=0T=s, 


/_OSM = ©; es ist dann 
OL=ı=s—stano, OM=y=stiano 
oder wenn zur Abkürzung tan ® — t gesetzt wird, 
es — st, y=st. 

Hieraus folgt 

0x 0y _ 0% oy__ 

os 0: O0s 
Um ferner. den Punkt N in dem Dreiecke AOB herumzuführen, 
braucht man nur s von 0 bis c, @ von 0 bis 1x d.h. t von O bis 1 
auszudehnen; dies giebt 


3) S Sranazas = [se-nsnsasar 
0 0 0 0 


Als specielle Anwendung hat man z. B. 


ce tc—zr ce 1 
SJertrasas = / [ersasaı 
00 00 

/ kc® 1 
= [era = lt 
r 2k 


wo in der zweiten Form beide Integrationen ausführbar sind, wäh- 
rend sich in der ersten Form schon die auf y bezügliche Integration 
nicht in endlicher Gestalt bewirken lässt. 

Ist etwas allgemeiner die Grenzbedingung vorgeschrieben, dass 
bei positiven x und % 





0 


IA 


% Y 
—_ _ < 
a tr,>=! 
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bleiben soll, in welchem Falle das Dreieck AOB die ungleichen 
Katheten OA==a und OB-==b besitzt, so nehme man erst y=bp 
dann x = a& und benutze schliesslich die Formel 3) indem man 
x, %, ce durch £&, n, 1 ersetzt; dies giebt 


B 1—*) 
3 @ 


ı ı 
4) [Je y)dady = u rast — 1), bst]sdsdt. 


b. Die Bedingung, dass bei positiven x und y 
9? 
0s +ry=se 


sein soll, entspricht dem Falle, wo der Punkt xy innerhalb eines 

Fig. 84. Parabelsegmentes AOB bleibt; die Pa- 
rabelachse fällt mit der y-Achse zusam- 
men, AO = BO ıst der Parameter 
der Parabel (Fig. 84) und 


g—_—— 


v=/ [1a wazay 
0 0 


Legt man durch N eine ähnliche Parabel 
mit dem Parameter 0OS= OT = s und 
setzt /OTL== @, so hat man 





2 
s—=stno, y—=s — — —=s(1 — tan?o), 
oder für tano = t, 
ss, y=s(l—?”), 

wo nun s und ? als die neuen Coordinaten von N gelten. Hier- 
aus folgt , 

ox 0y x 0Yy __ j 

ING Ti Ten | 
Um ferner N in dem Parabelsegmente herumzuführen, muss 8 von 
0 bis c, @ von 4® bis O oder Z von 1 bis O ausgedehnt werden, 
dies giebt 


z2 


..-— 


5) | sanaeav= [ron msa+maan 
0 0 0 


0 
Schlömilch, Analysis. L 30 
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Wenn die ursprünglichen Integrationen auf alle positiven x und 
y zu beziehen sind, welche der siwas allgemeineren Bedingung 


Z+ltsı 


genügen, wobei die Strecken A O=aundBO=b B ungleich sind, 
so nimmt man erst x — a$, y = bn und wendet dann die vorige 
Formel an; man erhält auf diesem Wege 


:[1-(2) ] 
5) I Sranazas 


0 
— ad | flast,ds(ı —)]s(ı + )dsdt. 
0 0 


Als gelegentliche Anwendung geben wir die Cubatur eines cylın- 
Fig. 85. drischen Volumens von folgender 
Entstehung (Fig. 85). Die Basis 
werde von einer Parabel AB be- 
grenzt, deren Brennpunkt O und 
- “ deren Scheitel B sein möge, worın 
also OB=b, 0A=2b ist; 
die obere Begrenzungsfläche des 
Volumens sei ein Umdrehungs- 
paraboloid vierten Grades, nämlich 
Aka), 
welches entsteht, wenn eine mit 
dem Parameter % construirte Pa- 
rabel um ihre Scheiteltangente 
rotirt. Es ist dann 





25 [1 (55) ] 
v=Vk f f Var + yazay 


1 1 
202 VYrk [ f Vi®se + Ball —mM2s(1 +t)Asdi 
I an 


ı 1 ’ 
— 202 VYodk [ /v: Vi+is(l +1Ndsdi 


d.h. 
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v—=vıVor 7V2 + na +Y2) 


— 1,25436157. b2V dx. 


8. 99. 
Die Complanation der Flächen. 


Um auf einer durch die Gleichung s — F(x, y) bestimmten 
Fläche ein begrenztes Stück zu erhalten, denken wir uns in der 
Ebene zy zwei zur y-Achse parallele Gerade und zwei beliebige Cur- 
ven gezogen, welche mit jenen Parallelen zusammen ein gemischt- 
liniges Viereck bilden (Fig. 86). Dieses Viereck betrachten wir als 


Fig. 86. 





die Horizontalprojection eines Flächenstückes, dessen Inhalt 8 be- 
stimmt werden soll. 

Lassen wir x um dx, y um dy wachsen, so können wir das aus 
dx und dy construirte Rechteck als Horizontalprojection eines un- 
endlich kleinen Flächenstückes 6 ansehen; letzteres ist ein krumm- 
linıg begrenztes Viereck, dessen Ecken nicht in einer Ebene liegen. 
Wegen der unendlichen Abnahme des 6 lässt sich aber dieses Flächen- 
element so betrachten, als läge es auf der durch den Punkt zyz ge- 
henden Berührungsebene der Fläche, und zwar beträgt der hierbei 
begangene Fehler nur unendlich kleine Grössen höherer Ordnungen. 
Nennen wir für den Augenblick u den Neigungswinkel der Tangen- 
tialebene (oder der Ebene des 6) gegen die zy-Ebene, so haben wir 
dxdy 
cos 


- 


Ocosu = dxdy oder 6 — 





30* 
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Zufolge des Satzes, dass der Winkel zwischen zwei Ebenen mit dem 
Winkel zwischen den Normalen auf jenen Ebenen übereinkommt, ist 
u nichts Anderes als der Winkel, welchen die im Punkte zyz er- 
richtete Normale der Fläche mit der s-Achse einschliesst, also nach 
8. 27, Nro. 6) 


c08sU == C0OSV, = —— 
£ £ 
) Ir =) + w 


Das Flächenelement 6 bestimmt sich mithin durch die Gleichung 


und die Summe aller dieser Flächemelomenn giebt die ganze Fläche 
S. Bilden wir zunächst die Summe aller von y = LN, = % bis 
y= LN, = Y liegenden Elemente, für welche x constant bleibt, so 
bedeutet das Integral 


VE 


den Inhalt eines] bandförmigen Streifens, welcher das Rechteck aus den 
Seiten de und N,N, = Y — y, zur Horizontalprojection hat; die 
Summe aller derartigen vn = 0, = bs e=0L =X 
liegenden Streifen giebt die ganze Fläche 


1) s-/f/ 1+ =) + G "dräy. 
zo Yo 


Einige Beispiele mögen den Gebrauch dieser allgemeinen Com- 
planationsformel zeigen. | 
a. Das elliptische Paraboloid. Die Gleichung der 
Fläche ist 
23 y? 
2a + 2d’ 
mithin | 
02 _ © 0e__Y 
0 a’ y db 
als Horizontalprojection nehmen wir den Quadranten der aus den 
Halbparametern a und b construirten Ellipse; es ist dann 


. 2V:-@ 
= /Vrr (a)+ (ara 
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Durch Anwendung der Formel 9) in $. 97 erhalten wir 


in ı _ 
s—an | A Friradar EVEN „, 
ö 


Fig. 87. . b. Der elliptische Kegel. 
In Fig. 87 si OO = c die Höhe 
des Kegels, ACB seine elliptische 
Basis mit den Halbachsen AC = a, 
BC=b; die Coordinatenebene xy 
möge parallel zur Ebene ABC 
durch die Spitze O gehen. Die 
Gleichung der Fläche ist dann 


_ V a Y) 
me (2) + (@ ’ 
und wenn zur Abkürzung 
Vet a Vu: +e 
ren. ten 
a b 
gesetzt wird, so findet sich 


Sl 
1 
+ E 2) + +) = E "+ +($ (2) +(&) 
b 
Die Horizontalprojection des Mantelquadranten AOBA ist eine aus 
den Halbachsen a und b construirte (e) daher 


le] 


Nach Formel 9) in $. 97 ergiebt sich 
1 
—= ab ji [ Vereo=® + B?sinO rd0dr 

0 0 





ln 
= gab fv 0208? 0 + P?sin? 040, 
/ | 


mithin für den ganzen Mantel 
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17 
—1Vab. « [v a? abcos?d + B?absin?0 d0. 


0 
Hierin liegt der geometrische Satz, dass der Kegelmantel dieselbe 
Fläche besitzt wie der Mantel eines Cylinders, dessen Höhe = ıy ab, 
und dessen Basis eine aus den Halbachsen « Y ab und ß Vab con- 
struirte Ellipse ist. 
© Das dreiachsige Ellipsoid. Die Halbachsen der 
Fläche mögen a, b, c heissen, es sei ferner a_>b>>c und zur Ab- 


kürzung 
Ve—a__ Pen 
a ld 


Aus der Gleichung der Fläche nämlich 


findet man V:-0-@ 5 ”” 0 
ee 


Verstehen wir unter $ die Fläche eines ellipsoidischen Octanten, 


so ist die Horizontalprojection von 8 ein Ellipsenquadrant mit den 
Halbachsen a und b, mithin - . 


»Yı-(2)' ı_ By 
of fasur /" en SE 


b 
Durch Anwendung von Formel 9) in $. C ; zur Abkürzung 
@2c0s?0 + ß? sin? —= s? 
sein möge, ergiebt sich sofort 


1 — s?r? 
0m fu VE 


Statt r führen wir eine neue Varinhele 4 ein mittelst der Substitution 


1 — r 9 
lin 
woraus 
„3 1-W ar _ AM udu 


Bug 1 — s?u? (1 — 5242)? 
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folgt; wir erhalten 


1— s? 
S=ab f dd Sr 
(1 — s u: 9 
oder auch, wenn die Reihenfolge der Integrationen umgekehrt und 
für s? sein Werth gereizt wird, 


a7 
"(1 —.02)cos?0 + (1L— PB?) sin? 6 
S=ab [ u) aan) + U —Bruyomap 


Unter Anwendung der leicht entwickelbaren Formeln 


17 


3 
j c032 0 40 _ m 
/ (m cos? + nsin? 0)? — 4mV mn’ 
iz 
sin? AO 7 
/ (m cos?4 + nsin? 03 4nVmn 


folgt schliesslich 
= = irn Zt 1 — | Va—- eu) (1 — Bu) 


Man kann dieser Formel noch eine andere Gestalt verleihen, 
wenn man die identische Gleichung beachtet 


1— a 1 — P? 
[zen + pl Vz 
1 — u? 1— u? 
u erer | +/ i SV a 


welche durch Differentiation leicht zu prüfen ist; es ergiebt sich 


1 
— u? 
/ Va —a2u2) (1 — Bu) u 
Nach $. 74 hat es keine Schwierigkeit, dieses Integral auf verschie- 
dene Weise in unendliche Reihen zu verwandeln. 
d.e Die Schraubenfläche. Die Gleichung dieser Fläche 


ist bekanntlich für den Fall, dass die Achse der Fläche zur <-Achse 
genommen wird 


8 |e 


2& 
— tan — 
c 
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oder, wenn man sich auf den Quadranten der ersten Windung be- 
schränkt, 

y 


3—= carctan — - 
Hieraus folgt 
/ ce? 


und in Polarcoordinaten 


s=/ [Vrr + @adar. 


Als Horizontalprojection des zu bestimmenden Flächenstückes 
nehmen wir ein gemischtliniges Viereck begrenzt von zwei mit den 
Radien r,, rı beschriebenen Kreisen und von den zwei Radien, welche 
mit der x-Achse die gegebenen Winkel 0, und 6, einschliessen; es 
ist dann 


an 
s=/ [varraar 


do ro 
. und nach Ausführung der Integrationen 


S=3(0 —0o) Ve tr rVer+r2+ e?) () ° 
0 0 





8. 100. 


Complanationsformel für Polarcoordinaten. 


Statt der rechtwinkligen Coordinaten OL=z, LN=y, NP=s 
benutzt man nicht selten räumliche Polarcoordinaten, indem man den 
Radiusvetor OP=r, den Winkel POX = 0 und den Winkel 
zwischen den beiden Ebenen xy und LOP nämlich NLP=o 
mittelst der Formeln ie 


1) .2z=rc00, y=rsin0coso,.e — rsinO sin @ 
Fig. 88. 


in Rechnung bringt (Fig. 88). Nach 
Substitution dieser Werthe erhält ınan . 
aus der ursprünglichen Flächenglei- 
chung 2 == f(x, y) die Polargleichung 
derselben Fläche, und wenn man diese 
Gleichung nach r auflöst, so ist das Re- 
sultat von der Form 


r=[(0, 0); 
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darin sind Ö und @ die neuen unabhängigen Variabelen. Bezeichnen 
wir für den Augenblick wie folgt 


3) (a) = or &): 


und wenden die allgemeine Regel für die Substitution neuer Varia- 
belen auf die Complanationsformel 


= / [oa wäzay 


an, so ist bei den neuen unabhängigen Variabelen 0 und ® 
_ 020y 0Ox0y 
4) 8 = / So0o06 rain Boos 0) (252% — 55 add. 
Hier kommt es nur noch darauf an, den Werth von @ in Polarcoor- 
dinaten auszudrücken, also die partiellen Differentialquotienten von 
< zu entfernen und dafür die partiellen Differentialquotienten von r 
einzuführen. Dies geschieht auf folgende Weise. 
Da 2 eine Function von x und y war, mithin auch von Q und ® 

abhängt, so ist 

02 0s 0% 02 0y 

00 250 7 24 00° 

O2 _02 °x 08 ‚oY 

%0 dx dw 0 00 


Diese Gleichungen liefern die Werthe der beiden Unbekannten 
02 


—- und 02 ; setzt man nämlich zur Abkürzung 
0x 0y 


Oy 0% öy 02 


FIT ET DET Tale 
02 0x 02 0x 
6 
0x 0y _ 0x ‚oy_ N, 
00 00 00 00 
so findet man 
0% L 0%. M 
a N m 


mithin 


»-Vi+ Jr) = _ VIER, 


Nach Substitution A Werthes geht die Fornd 4) über in 


5) s— / [VI + m + ma0a0. 
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‚ Die Differentiation der Gleichungen 1) giebt ferner, wenn man 
immer beachtet, dass r von $ und ® abhängt, 


O2 _Or 9 . 02 dr 


Yamaha — rsind, de — de‘ cos d, 
u + res0)oosa, 5 29 — (22 00 — rsina) sind, 
=(2 2 sin 6 + r.080) sin De _ 7 sin + ro @) sind, 


und nik derselben erhält man 
0 
L= ‚(Zu sinO +r cos) sin 6, 


or . , Or . 
M=—r |(&200:0 — rein 0) sin 8cos © ur sin o|, 


N=-— ‚(250080 _ rsin 8) sin O sin. ® + u], 


2 2 2— pl 2( sin? )]. 
L+MıN "[&) + 72 sin + er 
Die Formel 5) gewinnt hiernach folgende Gestalt 


dabei sind, wie immer, die Integrationsgrenzen aus der Begrenzung 
des gegebenen Flächenstückes herzuleiten. 

Beispielsweis betrachten wir eine Fläche von folgender Ent- 
stehungsweise. In der Ebene 42 sei eine Lemniscate construirt 
(Fig. 89), deren Halbachse O A = a den rechten Winkel YOZ hal- 

Fig. 89. biren möge; man legt ferner Ebe- 
nen wie z.B. XOU, und XOU, 
welche die x-Achse in sıch ent- 
halten und die Lemniscate in U, 
U, etc. schneiden; in jeder dieser 
Ebenen nimmt man die betreffende 
Lemniscatensehne (OU,, OT, etc.) 
zum Durchmesser eines Kreises 
und denkt sich durch die stetige 
Folge dieser Kreise die Fläche 
erzeugt. Als Gleichung der letz- 
teren findet man in rechtwinkli- 
gen Coordinaten 


(x? + y? + EN? — 92 a?ye, 
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woraus augenblicklich erhellt, dass die Complanation in rechtwinkli: 
gen Coordinaten zu ausserordentlichen Weitläufigkeiten führen würde; 
dagegen ist bei Polarcoordinaten sehr einfach 


r— asinOV sin2o, 
or\2 or\? asind 
V 2 0 . er \ ___ASMUV 3 
jr + (55) | sin? 0 r 5) V sin? © 


Verstehen wir unter $ den Sector der Fläche, welcher einerseits 
von zwei, zu den Neigungswinkeln XO0 U, = & und XOU, = aı 
gehörenden Halbkreisen O0 0,V, und OT, V,, anderseits von dem 
Lemniscatenbogen U, U, begrenzt wird, so haben wir @ von @, bis 
@,, O von O bis 4” auszudehnen; dies giebt 


Sn 


1, on 
S—= af [sn 94040 — Iza?l(0, — @). 


Für ©, = 0, ©, =37 erhält man den Inhalt des in der Figur 
angegebenen vierten Theiles der Fläche; der Inhalt der ganzen Fläche 
ist demnach — 27203, 


8. 101. 


Die dreifachen Integrale. 


Sowie ein Doppelintegral den Grenzwerth einer Doppelsumme 
bildet, so soll auch das dreifache Integral 


ıryr 2 
) -/ [ [r«. y, 2)dedydz 

20 yo % 
als Grenzwerth der dreifachen Summe gelten, welche entsteht, wenn 
man in dem Producte F'(z, y, 2) Az Ay Az den unabhängigen Varia- 
beln x, y, 3 alle zwischen den Grenzen x, und X, y, und Y, %, und 
Z liegenden Werthe giebt, und nachher alle erhaltenen Producte unter 
der Voraussetzung addirt, dass /z, Ay, Az gleichzeitig gegen die 
Null convergiren. 


Nicht selten gestatten diese Operationen eine geometrische Auf- 
fassung. Betrachtet man z. B. in dem Integrale 
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z, y, # als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes P (Fig. 90), so 

Fig. 90. bedeutet das Product dx 
dydzs den Körperinhalt 
eines Parallelepipedes, 
dessen drei in einer Ecke 
zusammenstossende Kan- 
ten dx, dy, desind; dem- 
nach ist W die Summe 
einer unendlichen Menge 
solcherVolumenelemente, 
mithin selbst ein Volu- 
men, welches auf folgende 
Weise entsteht. Denken 
wir uns zwei Flächen 


[j 

[} 

ı, 

I, 

+ 
‘ 





Y construirt, deren Glei- 
chungen 5 = % (z, y) 
und Z = (x, y) sein mögen, und summiren erst alle von 2 = % 


e—Z vertical aneinander gereihten Elemente, so giebt der Ausdruck 


Z . 
[ üzayas —= dedy(Z — 2) 
L7:) “ 
den Inhalt eines Parallelepipedes, dessen Horizontalquerschnitt dx d 
unendlich klein, und dessen Höhe von endlicher Länge = P,Pı 
— Z— 2, ist. Auf das noch übrige Doppelintegral 


x Y ır xy 
w=/ [@-maray=|/ | zasay | [mazay 


zo Vo 2 9 20 90 
können die Betrachtungen des $. 95 angewendet werden; sie zeigen, 
dass W ein Volumen bedeutet, welches dieselbe Horizontalprojection 
besitzt wie jenes in $. 95, und das ausserdem zwischen den zwei 
vorhin erwähnten Flächen liegt. 

Eine ähnliche Anschauungsweise gestattet das allgemeinere Inte- 
gral 1), nur muss man sich jedes Volumenelement dx dydz mit einem 
veränderlichen Factor F'(x, y, 2) multiplicırt denken. Besonders klar 
wird dies, wenn man die mechanischen Begriffe von Masse und 
Dichtigkeit zu Hülfe nimmt. Bei einem durchaus homogenen 
Körper gilt nämlich die Regel, dass die Masse gleich ist dem Producte 
aus Dichtigkeit und Volumen; ändert sich aber die Dichtigkeit von 
Punkt zu Punkt, in welchem Falle sie eine gegebene Function von 
x, y, 2 darstellt, so darf jene Regel nicht mehr für ein endliches Stück 
des Körpers angewendet werden, wohl aber für ein unendlich kleines; 
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denn je kleiner ein Körperstück ist, um so eher kann es als homogen 
gelten. Bezeichnet demnach F(x, y, 2) die im Punkte zys vorhan- 
dene Dichtigkeit, so ist F(x, y, 2) dxdydz die Masse des an jenem 
Punkte befindlichen Körperelementes d. h, kurz das Massenelement; 
die Summe aller nach den drei Dimensionen des Raumes vertheilten 
Massenelemente ist die Gesammtmasse = W. Dividirt man endlich 
W durch das Volumen V desselben Körpers, so erhält man seine 
mittlere Dichtigkeit, 

In allen Fällen, wo die erste, auf 5 bezügliche Integration ge- 
radezu ausführbar ist, reducirt sich das dreifache Integral von selbst 
auf ein doppeltes, dessen weitere Behandlung den bereits entwickel- 
ten Regeln unterliegt; demnach bedarf nur der entgegengesetzte Fall 
einer Auseinandersetzung. 

Das dreifache Integral W lässt sich ansehen als bestehend aus 
einem Doppelintegrale nach 2 und y nebst einem darauf folgenden 
einfachen Integrale nach x; reducirt man mittelst irgend einer der 
früheren Methoden das Doppelintegral zu einem einfachen Integrale, 
so giebt dieses mit der letzten Integration zusammen wieder ein 
Doppelintegral, dessen Reduction von Neuem zu versuchen ist. Auf 
diesem Grundgedanken beruht die folgende Aenderung des Coordi- 
natensystemes. 

Denkt man sich den Radiusvector OP = r auf die Ebene yzs 
projicirt (Fig. 91) und setzt die entstehende Projection OQ = u, 

Fig. 91. ferner {2 YOQ = 0, so kann 
man ®, u, x als sogenannte 
eylindrische Coordinaten 
des Punktes P ansehen, und der 
Uebergang von den rechtwinkli- 
gen zu den cylindrischen Coordi- 
naten geschieht mittelst der Glei- 





| chungen 
i C=%, Y=UC0050, S=—=USiNO. 
p Das in Beziehung auf y undz ge- 
M N . . 
y nommene Doppelintegral wird nun 


wie früher dadurch transformırt, 
dass man für y und 2 die obigen 
Werthe und dydes = udodu setzt; dies giebt 


2) /JF F(x,y,2) dzdyds 


IS F(z, ucoso,usino)dz.udo du. 
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Ferner lässt sich das dreifache Integral rechter Hand als Dop- 
pelintegral nach x und % nebst einem einfachen Integral nach ® an- 
sehen, und in dem ersteren 

2 =r0s0, uv=rsind 
substituiren. Für die ursprünglichen Coordinaten hat man jetzt 
2 —=rc00, y=rsindcoso, £=rsindsino, 
mithin sind r, 6, @die räumlichen Polarcoordinaten des Punktes 
P. An die Stellevon dx du tritt nun rdOdr und so wird aus Nro. 2) 


3) [/ F(x,y,2)dxdyda 


= [Sfr r sin O cos o, r sin sin ®) r? sin O do dO dr. 


Dieselbe Formel kann man auch direct erhalten, wenn man r, 
0, © um ihre Differentiale wachsen lässt und beachtet, dass das neue 
Volumenelement die Form eines einem Kugelgewölbe entnommenen 
Gewölbsteines besitzt. Die drei Dimensionen des Volumenelementes 
sind nämlich 

PP, =dr, PR =rdd, PP, = LP.do = rsinddo 
mithin ist der Inhalt des Volumenelementes 
PP,.PP,.PP, = r?sind drdOdo. 
Hieraus folgt für das Massenelement der Werth 
F(r cos 6, r sin@ cos @, r sin O sin ®) r? sind do dOdr, 
und die Summe aller Massenelemente giebt wieder W übereinstimmend 
mit Formel 3). 

Selbstverständlich sind in jedem Falle die Integrationsgrenzen 
für die neuen Coordinaten mittelst der gegebenen Begrenzung des 
Körpers zu bestimmen. Das folgende Beispiel wird dies erläutern. 

Das zu reducirende dreifache Integral sei 


= [ [En dxdyde 

Varyre' 
und darin mögen sich die Integrationen auf alle positiven , y, & 
beziehen, welche der Bedingung 


 1&\?2 4) (< 2 
— EL =) < 
(2) r (5 r c/ 1 
genügen; mit anderen Worten, man sucht die Masse von dem Octan- 
ten eines mit den Halbachsen a, b, c beschriebenen Ellıpsoides, wor- 


in die Dichtigkeit an der Stelle xyz durch 
| 1 1 


Vetrptoa r 
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ausgedrückt wird, welches demnach aus einer stetigen Folge homo- 
gener concentrischer Kugelschaalen besteht. In rechtwinkligen Coor- 
dinaten ist zufolge der angegebenen Integrationsbedingung 


»Vı-(3° eV 2-0 
el Merrr 


da man aber augenblicklich übersieht, dass die Rechnung ziemlich 


complicirt wird, so ist der Gebrauch von Polarcoordinaten räthlich. 
Bei diesen hat man 


= [ | [renvanadar, 


wo noch die Integrationsgrenzen zu bestimmen sind. Integriren wir 
zuerst in Beziehung auf r d. h. summiren wir alle in gerader Linie 
vom Mittelpunkte bis zur Oberfläche des Ellipsoides liegenden Mas- 
senelemente, so fängt r mit r = 0 an und hört bei einem der Ober- 
fläche des Ellipsoides zugehörigen Werthe r = R auf. Der letztere 
bestimmt sich dadurch, dass man die Gleichung der Fläche in Polar- 
coordinaten umsetzt; sie lautet dann 

R cos 0\? R sin 0 cos ©\? Rsin 6 sin @\? 

( a ) r ( b ) + ( c 


—] 





und giebt 
1 


R = nn . 
. cos #\? sin 0 sin ") (> 0 sin 3) 
| V( a ) + ( b + c 


Ferner müssen, um den Octanten des Körpers zu erhalten, 0 und 
@ von 0 bis ausgedehnt werden, und es ist daher 


1, 37 R 
e-/[f rsinO do dAdr. 


Durch Ausführung der ersten Integration und Substitution des 
Werthes von R ergiebt sich 


= Ir sind dw dd 
3 cos =) + (Fr mie) ri Cr °) 


c 





Wegen der vier EAN SEHEN kann die Reihen- 
folge der Integrationen ohne Weiteres umgekehrt werden; setzt man 
hierbei zur Abkürzung 


480 Cap. XVI. 8. 102. Substitution neuer Variabelen 








c08?0 sin?O cos , sin?d 
B= a? db? = a? ea 
so erhält man 
n ly il 
_ da _ı fesa 0a 
= na | ae Tr 9 + Csino ?° 2 


sin dA 


BT, V (+ sin? =) (+ se) 








oder, wenn c080 = t substituirt wird, 


1 
di 
b? — a? R ce? — a? 9 
’V(ı+ Fr 2) (1 + G*e) 

Das Integral gestaltet sich noch etwas eleganter, wenn man die 
Excentricitäten des Ellipsoides in Rechnung bringt. Unter der Vor- 
aussetzung a — b > c sei nämlich zur Abkürzung 

Ver — dv 5 Ve—e_, 
— pP 2707 


u a 





es wırd dann 
. dt 


vaZeaa Zr 
Im Falle eines Rotationsellipsoides lässt sich auch diese Inte- 
gration leicht ausführen. 


= Q=!zbe 


8. 102. 


Substitution neuer Veriabelen in dreifachen Integralen., 


Die Aufgabe, womit wir uns im Folgenden beschäftigen, ist ana- 
log der in $. 98 gelösten und betrifft die Umwandlung, welche das 
dreifache Integral 


1) w=/ [ [Fan azayas 


erleidet, wenn statt der ursprünglichen Variabelen &, y, # drei neue 
Variabele r, s, t eingeführt werden, welche mit jenen durch Gleichun- 
gen von der Form 
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2) = p(nst), y=tY%lr,st), 2 = Alnst) 
verbunden sind.. Um diese Substitutionen nach einander vorzuneh- 
'men, denken wir uns die Gleichungen 2) durch drei andere ersetzt, 
nämlich 
3) = Yp(r,s, d), y= Yı (X, 8, 2), 2 = Yı (2, %, ); 

die erste derselben ist einerlei mit der ersten Gleichung in Nro. 2); 
die zweite entsteht, wenn r aus den beiden Gleichungen = 9 (r, s, ?) 
und y= %(r,3,t) eliminirt wird; die dritte ist das Resultat der Eli- 
mination von r und s aus allen drei ursprünglichen Gleichungen. 
Statt der Variabelen g führen wir die Variabele ? mittelst der Glei- 
chung z = 9, (@,%,t) ein und nennen zur Abkürzung F\, (z,y,t) das- 
jenige, was bei dieser Substitution aus F (x, y,2) wird; dies giebt 


4) w=/ | [Bandazay Mar 


Ds sich aber im Allgemeinen die Form von Xı (2,9, 8) nicht an- 
geben lässt, so muss der Differentialquotient a = 2 aus den ur- 


sprünglichen Gleichungen 2) entwickelt werden, indem man letztere 


0 Par ı Das 1994 


or 9 
ib 
=, rzdt Zi 
_% 0X 0x 


und wenn zur Abkürzung 


_ 22 (2% 2_W2E) |2U(92.09_2r 20 
5) N u wa) Has 


Or 


_ 09 9% _ Op 
Or 0 os Or 


gesetzt wird, so giebt die Elimination von dr und ds 


M 


M N 
d= N de oder de = u 


mithin nach Nro. 4) 


wW= JJ [re T dzdyat, 


Schlömilch, Analysis. I. öl 
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Um zweitens statt y die neue Variabele s einzuführen, benutzen 
wir die Substitution y = %ı (x,5,f) und nennen F; (z, 8, t) dasjenige, 
was hierbei aus F} (x,%,t) wird; zunächst haben wir: 


6) „=/ / [mas# de U gt. 


Dabei ist noch A = 2 aus den Gleichungen 2) herzuleiten; 


es geschieht dies, wenn man die beiden ersten jener Gleichungen 
differenzirt, dabei x und t als Constanten betrachtet und dr eliminirt. 
Hiernach ist 


20... 
ya,,dtn,9 


und wenn zur Abkürzung 


gesetzt wırd, so findet sich 
L M 
| ds = uw oder dy= 74 
mithin aus Nro,. 6) 


w=/ [ [m@s0Yazasar 


Endlich führen wır statt x die neue Variabele s ein mittelst der 
Substitution 2 = @(r,s,t) und nennen Fy (r,s,t) dasjenige, was 
hierbei aus F3 (x,s,t) wırd. Da gleichzeitig s und t als Constanten 
zu betrachten sind, so ist einfach 


de = Far= — Ldr 


w=/ [ [BunsHNarasar 


Beachtet man noch, dass F, (r, s,t) nichtg Anderes sein kann, als 
was unmittelbar durch Einführung von 9 (r,s,t), % (r,s,8), 1.(r, s, ?) 
entstehen würde, so hat man die allgemeine Formel 


7) [J Jrernazava = | | | Fos.nnarasa, 


worin ®,%,% aus Nro. 2) und N aus Nro. 5) einzusetzen sind. 
Zu demselben Resultate führt auch eine geometrische Betrach- 
tung. Denken wir uns nämlich x, y, z als die ursprünglichen, r, s, t 


mithin 
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als neue Coordinaten eines Punktes P im Raume, so dienen die 
Gleichungen 2) zum Uebergange von dem ersten zum zweiten Coor- 
' dinatensysteme. Es sei ferner F(x, y, 2) die Dichtigkeit an der 
Stelle xyz; es.ist dann die Dichtigkeit an der Stelle rst durch 
Fly(rst), Ylrst), x, 0] 

zu bezeichnen, wofür wir kurz F(@,%,x) schreiben. Um nun in 
beiden Coordinatensystemen das dreifache Integral W als Masse eines 
Körpers zu betrachten, kommt es nur noch auf die Bestimmung des 
neuen Volumenelementes an, welches statt des früheren dd yde zu 
setzen ist. Letzteres war ein Parallelepiped, dessen acht Ecken fol- 
gende Coordinaten hatten: 


ya ctranye sy + dye; vy2 + de; 
tr duyt days st dusye+ de uy+ dye + de; 
ze +da y+dy 2 + ds; 

in gleicher Weise ist das neue Volumenelement ein schiefes Parallele- 
piped, dessen Ecken >, Pı, Pa, Ps u. s. w. die Coordinaten - 

ns r + dr,st; ns + dst; nst + dt u. 8 W. 
besitzen, und dessen Inhalt, wegen der unendlichen Kleinheit geiner 
Dimensionen, als das Sechsfache der Pyramide PP, P,P, angesehen 
werden darf. Legen wir durch P ein Coordinatensystem parallel zu 
dem ersten und bezeichnen wir die neuen rechtwinkligen Coordinaten 
von Pi, Pa P; mit E96, Eos &r, E33 &3, so ist der sechsfache In- 
halt von PP, P,P;, also das Volumenelement 


— Ilm — n3 65) + — ss) tem — &n). 


Ferner hat man in Beziehung auf das ursprüngliche Coordinaten- 
system ö} = 2%, — x oder, weil der Punkt P, durch alleinige Aen- 
derung des r aus dem Punkte .P hergeleitet wurde, 


=(s+ ar 2 -ar 
ebenso 
m = ar, = Er, 
= 2.4, m = as, — S2 as, 
| & = nat, 73 = Ya, = “ai. 


In den neuen Coordinaten r, s,t ausgedrückt ist also das Volu- 


menelement 
31* 
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-5 (22.2 08 _dy 0% 2 02 0x 0«e 0% 
- (or \0s 01 2t 0s t% Os ot - 53) 
Ei Oz Oy Or 0y 
ME TACrETS Ta 
— Närds dt, 
wofern man z,9,3 durch @,%,x ersetzt. Das Massenelement wird 
hiernach 


Jar as di 


F(9,%,x) Nardsdt, 
und die Summe aller Massenelemente, d. h. das dreifache Integral 


Sf J Fern varasat 


giebt dieselbe Masse wie vorhin, wenn die Integrationsgrenzen für 
r,s,t entsprechend der Begrenzung des Körpers gewählt werden. 
Als Beispiel diene das Integral 


J@+y+o) 
8 = w=/ / Merz dzıdyds, 
Greta 
worin sich die Integrationen auf alle positiven, der Bedingung 
9) | 0<ıty+tesh 


genügenden x, y, £ beziehen mögen. Der Punkt xyz bleibt dann 
innerhalb einer Pyramide, welche von den Coordinatenebenen und von 
einer vierten Ebene begrenzt wird, die auf jeder Coordinatenachse die 
Strecke  abschneidet. Wir betrachten nun den Punkt xyz oder P in 
Fig. 9. Fig. 92 als Durch- 
schnitt von drei 
Hülfsebenen, wel- 
che auf folgende 
Weise entstehen. 
Erstens legen wir 
durch Peine Ebene 
parallel zu der vor- 
hin erwähnten vier- 
ten Ebene und nen- 
nen r jeden ihrer 
gleichen Achsenab- 
schnitte; die Glei- 
chung dieser Ebene 
ist 
s+y+s=r 
und in der Figur OR==r. Zweitens legen wir durch P und durch 
den Coordinatenanfang eine Ebene, welche mit den Ebenen &y und 


Z 
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72 gleiche Neigungswinkel bildet, und nennen 6 jeden der Winkel 
X08, XOS8”; die Gleichung der Ebene OS” ist dann 


y+te= xtano. 


Endlich legen wir eine Ebene durch P und die x-Achse und be- 
zeichnen mit z den Neigungswinkel zwischen der neuen Ebene ROT 
und der xy-Ebene; dies giebt 


2 — ylant. 


Insofern die drei Grössen r, 0, t die Lage des Punktes P 
unzweideutig bestimmen, können sie als neue Coordinaten desselben 
gelten, und wenn man mittelst der vorigen drei Gleichungen x, 9, 2 
durch r, 6, T ausdrüekt, so erhält man folgende Formeln zum Ueber- 
gange von dem einen Coordinatensystem zum andern: 


r 
TI tano' ' 
rtano6 rtian otant 
’ TH tamo)(ı Fine)’ ” + imo) + iemm) 
Zur Abkürzung sei 
1 1 
Ifimo > Triumı 


es ist dann einfacher 
rs, y—=rl Jh e=er(li— dl —D), 

und nun mögen r, s, t als neue Coordinaten von P betrachtet werden. 
Die vorstehenden Gleichungen sind von der in Nro. 2) angegebenen 
Form und würden, wenn man die Substitutionen nach einander vor- 
nehmen wollte, durch 
stil —s) y1i—D) . 
——, j m —— 

8 t 


zu ersetzen sein; man erhält in jedem Falle 


=-//[S Ser)r(1 — s)drdsdt 

w= [1 +ars+ßr 1 —-Jt+yri—S)IA—HP 
Damit der Punkt P, vom Coordinatenanfange ausgehend, alle 

innerhalb des Körpers liegenden Stellen betrete, muss r von 0 bis 

h, 6 von 4 bis 0, mithin s von O bis 1, und 7 von ir bis 0, also t 

von 0 bis 1 ausgedehnt werden. Setzt man noch zur Abkürzung 


A=1+ers +yr1—9), B=( -Yr(l — 9), 
soist 


=rs, = 
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L 1 


W= rar (1 — s)ds af zp THE 
A 1 
A+B 
= /riQar (1 — s)ds Temrt UT 


0 0 
Indem man ferner die Abkürzungen 
l+aer=a @—Pr=b (—Yyr=c 
benutzt, erhält man 
A+B=a—b(iı1 —), A=a—c(l — 9, 
2A+B=2a —(bb+J)N — 9), 
_ und das auf s bezügliche Integral wird dann 


1 
-(aA-99BRe—b+)(t—Blds, 
’ [a —b(1— Pla —c(1 — 9]? 
Durch Einführung von 1 — s —= u geht dasselbe über in 


"ul2a — (b + Julau 
; (a — bu)? (a — cu)? 


ı 
1 1 1 1 
,_ Ar - bu? (G— ud aa —db)(a — eo) 
mithin ist | 


N 
4 r?f(r)dr 
10) =; a(a —b)(a — 0) 


0 


Aus 8), 9) und 10) folgt nun vermöge der Werthe von a, b, c, 


h Ah—-xz h-z—y 
S/ fe +y + Ddrdyde 
Jy JAres+Py+ yo) 


h 
a f r?f(r)dr 
/Atenl+Pni+yN 

und damit ist das dreifache Integral auf ein einfaches reducirt ohne 
Beeinträchtigung der willkürlichen Function f. 

Die hier auseinander gesetzten Methoden sind auch auf vier- 
und mehrfache Integrale anwendbar, wie im zweiten Bande gezeigt 
werden soll. 





Cap. XVIL 


Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei 
Variabelen. 


8. 103. 


Grundbegriffe; Trennung der Variabelen. 


Die bisherigen Integrationen, mochten sie nun ein- oder mehr- 
fache sein, bezogen sich immer auf entwickelte Differentiale, d.h. auf 
Producte von der Form f(z)dx oder f(z,y)dxdy u. s. w., worin f 
eine bekannte Function der gerade vorhandenen Variabelen bedeu- 
tete. Sehr häufig ist aber nicht unmittelbar der Differentialquotient 
einer Function, sondern nur eine Gleichung zwischen ihm und der. 
Function gegeben, und dann kommt es darauf an, aus dieser Glei- 
chung die Natur der Function .zu bestimmen. So lässt sich z. B. 
die Frage nach derjenigen Function y von x stellen, welche ihrem 


Differentialquotienten gleich, für die also ay — y ist; ebenso kann 


dz 
man die Gleichung der Curve suchen, worin an jedem Punkte die 
Subtangente gleich der doppelten Abscisse, mithin = = > ist u.s. w. 


Alle derartigen Gleichungen zwischen: einer unbekannten Function 
und einem oder mehreren ihrer Differentialquotienten heissen Diffe- 
rentialgleichungen; die Aufgabe ist jederzeit, sie zu integriren, 
d. h. aus der Differentialgleichung eine weitere Gleichung, die soge- 
nannte Integralgleichung, abzuleiten, in der keine Differentiale, 
sondern nur die ursprünglichen Variabelen und etwaige Constanten 
vorkommen. 

Gewöhnlich classificirt man die Differentialgleichungen nach der 
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Ordnung des höchsten vorkommenden Differentialquotienten, indem’ 
man sagt, dass die Differentialgleichung von der nfen Ordnung sei, 
wenn der höchste in ihr enthaltene Differentialquotient von der nten 
Ordnung ist. Das allgemeine Schema der Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen zwei Variabelen x und y ist demnach 


dy 
1 —li_ 
) F T, Y, d ” 0, 
oder, wenn man sich die Gleichung auf 3 reducirt denkt, 
day _ _ Pay) 
2) de 9, YU(,y) oder p(a,y)dz + Va, y)dy=0. 


Bevor wir die Integration der Differentialgleichungen näher 
betrachten, wollen wir erst einen Blick auf die geometrische Bedeu- 
tung dieser Operation werfen. Sehen wir in einer Gleichung von 
der Form 


f dy 
3) | de = 1%, Y) 


x und y als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes an, so ist zwar 
die Natur der Curve noch nicht bekannt, auf welcher sich derselbe 
befindet, man kennt aber die Richtung der Tangente an dieser Linie, 
denn die Gleichung 3) giebt tanr = y(x,y), wo r den Winkel zwi- 
schen der Abscissenachse und der Tangente am Punkte xy bezeich- 
net. Geben wir dem x und y zwei willkürliche Anfangswerthe x = x 
und y=%, so lässt sich die Tangente vermöge der Gleichung 
tan Tu = X(&e,Y) construiren; auf dieser nehmen wir nahe an 2%, %0 
einen zweiten Punkt x, yı und betrachten das zwischen 29, und zı Yı 
liegende Stück der Tangente, welches ft, heissen möge, als näherungs- 
weise zusammenfallend mit der Curve. Von diesem zweiten Curven- 
punkte &, yı ausgehend, können wir die vorige Construction wieder- 
holen, also tant, = 2(&ı,Yı) bestimmen, die Tangente ziehen, auf 
ihr ein Stück t, abschneiden und damit zu einem dritten Punkte x; % 
gelangen u. 8. f. Das so construirte Polygon schliesst sich der ge- 
suchten Curve offenbar um so genauer an, je kleiner seine Seiten to, 
t1, ta etc. sind, und man ersieht hieraus die Möglichkeit einer zwar 
näherungsweisen aber bis zu jedem beliebigen Genauigkeitsgrade ver- 
folgbaren Integration der gegebenen Differentialgleichung. Man be- 
merkt zugleich eine gewisse Unbestimmtheit, welche in der Lösung 
der Aufgabe lieg. Da nämlich der erste Punkt x,% willkürlich 
bleibt, so giebt es nicht eine, sondern unendlich viele Curven mit der 
in Nro. 3) verlangten Eigenschaft; diese Curven sind im Allgemeinen 
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von derselben Natur und nur verschieden in der Lage oder in den - 
Dimensionen. So z. B. genügt der anfangs erwähnten Differential- 
gleichung = = Er jede Gleichung von der Form y—Vkx, wo k 
beliebig bleibt, d. h. in jeder Parabel ist die Subtangente der doppel- 
ten Abscisse gleich. 

Auch analytisch begreift sich das Vorkommen einer willkürlichen 
Constante leicht, wenn man die Differentialgleichung entstehen lässt. 
Differenzirt man nämlich eine Gleichung von der Form 

F(@,y,k) = 0, 
worin k eine Constante Schuch so folgt 


oF 
D, 9° + dy=0, 


und wenn k aus beiden Gleichungen eliminirt wird, so entsteht eine 
neue Gleichung zwischen x, y und =, 
letztere bleibt dieselbe, welchen Werth man auch dem % ertheilt 
haben möge. Umgekehrt ist F'(x,y,k) = 0 die zu Grunde liegende 
Integralgleichurig; soll dieselbe allgemein sein, so muss darin, wie 
vorher, die willkürliche Constante %k vorkommen; ausserdem würde 
man nur eine specielle oder, wie man zu sagen pflegt, eine parti- 
culäre Auflösung der Differentialgleichung haben. In manchen 
Fällen existirt noch-eine ganz besondere, die sogenannte singuläre 
Auflösung ; wie dieselbe entsteht, wird sich in $. 108 zeigen. 

Die Integration einer Differentialgleichung gelingt immer, wenn 
sich eine Trennung der Variabelen vornehmen lässt, d.h. wenn 
man die Differentialgleichung auf die Form 
4) Xdx + Ydy=0 
bringen kann, wo X eine Function von x allein und Y eine Func- 
tion von y allein bedeutet. Das allgemeine Integral wird nämlich 
in diesem Falle: 


6) [x + [ra- Const. — 0; 


man überzeugt sich hiervon sehr leicht, wenn man die linke Seite 
einstweilen mit f(&,%) bezeichnet und den in $. 10 bewiesenen Satz 
= of ay 
ur Oy da 
f_y 


in Anwendung bringt; es ist dann —— 


0% ’9y 


d. h. eine Differentialgleichung; 


=0 


= Y, weilin Nro. 5) 
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. die Integrationen so geschehen, als wären x und y von einander un- 
abhängige Variabele; man erhält folglich X + Y 3 = (, was mit 


der Gleichung 4) übereinstimmt. 
Etwas allgemeiner als die Differentialgleichung 4) ist die fol- 
gende: 
in welcher X, und X, von y, Yı und Y, von & frei sein mögen; 
durch Division mit X, Y, wird daraus 
zn dz + m dy=0, 
mithin durch Integration: 


7) Ja a + [A a0 = Oomst 


Als geometrische Anwendung hiervon behandeln wir das Pro- 
blem, die Curve zu finden, in welcher die Subtangente eine gegebene 
Function @(x) der Abscisse ist. Wir haben in diesem Falle die 
Differentialgleichung 


dy 
y: dz —p (2), 
oder, nach Trennung der Variabelen, 
day _ AM 


ya 
mithin durch Integration: 


Iy —= Const. + 


Um auf y zu reduciren, setzen wir eConst. — (), wo ( eine neue will- 
kürliche Constante bezeichnet und erhalten 


dx 


9) 
y= (Ce 


als Gleichung der gesuchten Curve. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich die Aufgabe behandeln, die 
P(«) 
v(y) 





Curven zu finden, bei denen die Subtangente von der Form 


ist; man erhält als nWeralgleichung: 
ay 
Const. 
Jo J6+ 
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Ueberhaupt bieten die Subtangenten und Subnormalen der Cur- 
ven, als Functionen der Abscissen oder Ordinaten betrachtet, eine 
ziemliche Auswahl solcher leicht zu integrirender Differentialgleichun- 
gen dar. 


8. 104. 


Substitution einer neuen Variabelen. 


Wenn sich die Trennung der Veränderlichen nicht unmittelbar 
bewirken lässt, so ist es häufig von Vortheil, statt der ursprünglichen 
abhängigen Variabelen eine neue Variabele durch Substitution ein- 
zuführen und damit die gegebene Differentialgleichung in eine an- 
dere zu verwandeln; nicht selten gestattet dann die letztere jene 
Sonderung der Veränderlichen. Wir wollen einige allgemeine Fälle 
dieser Art angeben. | 

I. Es werde die Curve gesucht, in welcher der Winkel, den die 
Tangente am Punkte xy mit der x- Achse einschliesst, eine gegebene 
Function des Winkels zwischen Radiusvector und Abscissenachse ist, 
also nach der bisherigen Bezeichnung 

rt —= F9). 
Da zufolge der gegebenen Bedingung auch tanr eine bestimmte 
Function von tan #, etwa 
tant = 9 (tan 0) 
sein muss, so hat man bei. rechtwinkligen Coordinaten die Differen- 
tialgleichung 


n == »() 


welche im Allgemeinen keine Sonderung der Variabelen zulässt. Setzt 
Y 


man dagegen „= t oder y = xt, wo ? eine neue abhängige Varia- 
bele bezeichnet, so wird aus Nro. 1) 

„# 
2) —+t=H0) oder —— re ==, 


und hier and ie Variabelen getrennt. Die Integration liefert jetzt 
eine Gleichung von der Form Y(t) = 1x + Const., und wenn man 


statt £ seinen Werth = wieder einsetzt; so gelangt man zu der ge- 


suchten Integralgleichung. e 
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Soll z.B. r = 26 sein, so folgt 


oder 


tant = 


tan 
1 — tun?’ 


Y 
dy __ x . 
= —; 
) 
x 


die erwähnte Substitution giebt 


1 — dz 
t(1 +29) “=, 


mithin ist durch Integration 
tt — (1 +1) = 1x + Oonst. 


‚Setzt man Üonst. — (z;) ‚80 erhält man 


oder 


(2) _ (1 + 5) 14 


2y=aty,y=ctHVe—m 
Die gesuchte Curve ist also ein mit dem willkürlichen Halbmesser 
C beschriebener Kreis, welcher die Abscissenachse im Coordinaten- 


anfange berührt. 


Gleichungen von der Form 1) .werden homogene Differential- 
gleichungen genannt, weil in ihnen zwei gleichartige Grössen, wie 
dort die Tangenten zweier Winkel, vorkommen. Ein ferneres Bei- 


spiel hierzu ist folgendes. 


In einer auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen unbekannten 


Fig. 983. 





M 


Curve si OM=x, MP=y (Fig. 93); 
aus M beschreibt man mit dem 
Radius MP einen Kreis, legt an den- 
selben von O aus die Tangente 09, 
zieht durch den Berührungspunkt Q 
parallel zur x-Achse eine Gerade, welche 
die y-Achse in R schneidet, und ver- 
bindet endlich R geradlinig mit D; 
man verlangt, dass RP die Curve in 
% P berühre. Die Construction giebt 
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3 — „3 
oR=- Ver, 


und da andererseits bei jeder Curve 
OR=y — vtant 
ist, so hat man die Differentialgleichung 


ay_yVa—y® 


oder 


Mittelst der Substitution y — xt wird hieraus 


„# _ _ıVI BR oder — im — de 


de Vı—e % 
und durch Integration 


N) =) 


wobei a eine willkürliche Constante bezeichnet. Nach Restitution 
des Werthes von t erhält man als Gleichung der gesuchten Curve 


wonach dieselbe leicht zu construiren ist. 


D. Die Substitution y = xt leistet auch bei der nicht homo- 
genen Differentialgleichung 


dy —_ 
) 2-2 435@9(2) 
gute Dienste; es wird nämlich 
4) x u — f(x) p(t) oder — = 9 %, 


wo nun die Variabelen getrennt sind, so dass die weitere Rechnung 
wie vorhin geführt werden kann. 

Verlangt man z. B. diejenige Curve, für welche die von der 
Tangente am Punkte xy auf der y-Achse abgeschnittene Strecke 


7 Yy 
Differentialgleichung 


= — ist, wobei b eine gegebene Linie bedeutet, so hat man die 
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„u_ 
y dz biy 
oder 
y_Yy_EL. 
de x by 
% 
Nach dem obigen Verfahren Bee dies 
di x? xdx 
en mr — oder tdi = oo” 
ferırer durch Integration, wenn die Constante = 5 >; — gesetzt wird, 
2 a? xzV a? — a? 
= tm = 


Unter Benutzung eines mit dem willkürlichen Radius @ beschriebe- 
nen Kreises ist die Curve leicht zu construiren; sie hat eine ähnliche 
Gestalt wıe die Lemniscate. 


II. Um noch eine andere Substitution zu zeigen, betrachten 
wir die Differentialgleichung 


5) iv _S@9Ver +) —a 
dı y 
oder 
d 
) = +92. =/@e(V@ + „)- 
Setzt man hier 
+ yP=r, 
so folgt durch Differentistion | 
dy_ _ ‚dr 
= +92, —=ra 


und aus Nro, 6) wird einfacher 





7) vr = fa) pl) oder en = fla)da, 


wo nun die Sondarang der Variabelen ausgeführt ist. 

Verlangt man z. B. die Curve, bei welcher das von der Normale 
auf der x-Achse abgeschnittene Stück in constantem Verhältnisse zum 
Radiusvector steht, so hat man, wenn & die gegebene Verhältnisszahl 
bezeichnet, 
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+ y2=:VRHY. 

Die obige Substitution giebt 
dr 
da 

welches die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte ist, wenn ein 


Brennpunkt zum Coordinatenanfang und die Hauptachse zur x-Achse 
genommen wird. 


=e r=:£7 te, 


8. 108. 


Substitution zweier neuen Variabelen, 


I. Eine ziemlich allgemeine und häufig vorkommende Differen- 
tialgleichung ist die folgende 


y YıyHn=0, 


worin X und X, irgendwelche gegebene Functionen von 2£ bedeu- 
ten. Die Substitution y = xt würde hier zu keinem Resultate füh- 
ren, man versucht daher eine allgemeinere Substitution, indem man 
sich % als Product zweier neuen Variabelen % und v denkt. Setzt 
man demgemäss 


dy du dv 
2) y=Wuv, a tr’ 


so erhält man aus Nr. 1) die neue Differentialgleichung 
Grat grn)=0 

Diese ist erfüllt, wenn die noch unbekannten Functionen % und v den 

zwei Bedingungen 


8) 7, tr te = tr hm 


genügen. Die erste dieser Gleichungen giebt durch Sonderung der 
Variabelen und Integration 
 — — Xaz, m=— [Xi + 4 


oder wenn ei — B gesetzt wird, 
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4) u— Be Sadz 


Aus der zweiten Gleichung in Nro. 3) folgt unter Benutzung des für 
u gefundenen Werthes: 


dv __ X) _ı_L 1 +f[Xdz 
EP ee Fe A, 
5) v—= Const. — 4 | Ze +/?*" an 


Wegen y = uv ist nun nach 4) und 5), wenn B. Const. = Ü ge- 
setzt wird, 


6) y= (e°°*) (e- [ze de). 


Beispielsweis suchen wır die Curve, bei welcher das von der 


Tangente auf der %- Achse abgeschnittene Stück = Vax — y ist. 
Die Differ entialgleichung lautet i in diesem Falle 


v-22=Va a —y 


oder 


es ist also 


Mittelst der Formel 6) erhält man 


yen( (e- [Y& e-tteda) 


oder nach Ausführung der Integration und wenn Ü = > gesetzt 


wird, 


=@+2 = Var. 


Die betreffende Curve ist übrigens nitelt zweier Parabeln leicht zu 
construiren. 


II. Auf die Differentialgleichung 1) lässt sich die folgende 
dz 
7) Str VTotrb=0 


zurückführen, worin f(2) eine gegebene Function von 2 allein und 
J'(e) ihre nach z genommene Derivirte bedeutet. Setzt man nämlich 
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8) fe) — y mithin f'(e)de —= dy, 
so erhält man die neue Gleichung 

2 . 

ty t+S=0 


welche ganz mit Nro. 1) übereinstimmt. Das Integral von Nr. 7) 
ist daber nach 6) und 8) 


9), I) = (e/7* ) (c — [ zef2e- da). 


. Zu der in Nr. 7) betrachteten Form gehört z. B. die Differen- 
‚tialgleichung 


. de, X Ko 
. arm tn 


was man sogleich bemerkt, wenn man dafür schreibt 
192 4 Zum + X=0. 
Hier ist f(2) = 2” also die Integralgleichung von Nro. 10) 


11) m — (e/7°) (c — [Zofreran). \ 


Setzt man in Nro. 10) m = 1—n und lässt (1 —n)X an die 
Stelle von X, ebenso (1—n)X, an die von n X treten, so hat man 
die „ferentielgleichung: 


12) Er + X2 + X,2* = 0 
und als zugehörige Intoralgleichung: 
13) gi =(e Sammer) jo — (1 m [mee- mfxde aa}. 


Ist z. B. gegeben: 


de a _ 
tete —=(, 


so findet sich nach Nro. 13), falls a1 ist, 


An (, 


„ 1—a 
— e(l—a)ae + br’ 
und füira=1 

1 


en &(c Hi) 


Schlömilch, Analysis. I. ..89 
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8.106. 


Vom integrirenden Factor. 


I. Ausser dem Falle, wo die Trennung der Variabelen zu er- 
reichen ist, giebt es noch einen zweiten, in welchem eine Differen- 
tialgleichung von der Form: 


l) y(a,y)dr + Ylmy)dy = 0 

allgemein integrirt werden kann. Erkennt man nämlich in der lin- 
ken Seite, für sich allein betrachtet, das totale Differential- einer 
Function f(x, y), ist also 


Play)dz + vamay = a2 + 2L ay=ar, 


so kann die Gleichung 1) nur dann bestehen, wenn f(z,y) = Const. 
ist, und damit hat man unmittelbar die gesuchte Integralgleichung. 
So z. B. wird man der Differentialgleichung 

zdy+t ydı= 0 
auf der Stelle ansehen, dass sie mit der Gleichung d(xy) = 0 
einerlei und folglich 2 — Const. ihr Integral ist. — Soll aber die- 
ses Verfahren einen wissenschaftlichen Werth erhalten, so sind offen- 
bar zweı Aufgaben zu lösen; man muss erstlich ein Criterium an- 
‘geben, mittelst dessen sich entscheiden lässt, ob die linke Seite der 
Gleichung 1) ein vollständiges Differential ist oder nicht, und man 
hat zweitens, wenn das Letztere der Fall sein sollte, die zu Grunde 
liegende Function f(x,y) und damit die Integralgleichung selbst zu 
entwickeln. Zur Lösung dieser Aufgaben . dienen folgende Erör- 
terungen. 

Die linke Seite der Gleichung 1), oder kurz der Ausdruck: 
y.dz + Y.dy 

ist mit dem totalen Differentiale von f, d. h. mit 


as + Jay 


0% 
jedenfalls identisch, wenn die Gleichungen 
U_g, U; 


stattfinden; differenzirt ınan die erste derselben partiell in Beziehung 
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auf y und die zweite partiell in Beziehung auf x, so entstehen die 
neuen Gleichungen: 


II _2Y II _% 
O0Yy0O2 0Oy’ Ox0y 0x’ 


deren linke Seiten identisch sind (Formel 5 ın $. 15); es muss daher 





09 __Oy 
2) o0y ©x 


sein, und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so bildet .de + Y.dy 
das vollständige Differential von f. Um die letztere Function zu be- 


stimmen, erinnern wir an die Gleichung z = 9; aus ihr folgt 


1= [v.+ 8, 


wo sich die Integration auf x allein (bei constant gelassenem y) be- 
zieht und K eine Constante bezeichnet, die von % frei ist, demohn- 
geachtet aber y enthalten, also eine Function von y sein kann. Sie 
bestimmt sich, wenn man die Gleichung partiell in Beziehung auf y 
differenzirt, wodurch 


entsteht; dies muss mit % einerlei sein und man hat daher 
ok _ op 
Pu J ay 9 

folglich . 


x=0+ /v.ay— Jay [32 an 


In den früheren Werth von f substituirt, giebt dies die Integral- 
gleichung /f = 0, nämlıch: 


3) 0+ [9.42 + [v.ay— [av [E a2= 0, 


worin die angedeuteten Integrationen jederzeit partiell auf die Va- 
riabele zu beziehen sind, deren Differential unter dem Integral- 
zeichen vorkommt. 

So ist z. B. die in Nro. 2) angegebene Bedingung bei der fol- 
genden Differentialgleichung erfüllt: 

Gr Las + +Dday=0, 
nämlich: 
32* 
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29 _,_ 
oYy 0x’ 


die Ausführung der in Nro. 3) angedeuteten Integrationen giebt: 


[9.4 Je tse=arn + ym, 
[va@= [we +90 = HT + eu 


Sa [3 0 = [au [ as = v2, 


und daher ist die gesuchte Integralgleichung: 


C gn+i yrrt +1 0. 
+ mti'n+1i r99= 
II. Es kann auch der Fall vorkommen, dass eine Differential- 
gleichung zwar durch Differentiation einer Gleichung von der Form 
f(&,yY) = Const. entstanden ist, dass aber gleichwohl die Bedingung 
in 2) unerfüllt bleibt. Stellt sich nämlich das Differential der Glei- 
chung f = Const. unter die Form: 


4) (P.de+Y.ay)ı = 

wo9p, % und x Functionen von x und % bezeichnen, so wird man 
den gemeinschaftlichen Factor | 4 weglassen, weil die rechte Seite 
— 0, x aber von Null verschieden ist; in der nunmehrigen Glei- 
chung 9.dz + Y.dy = 0 bildet die linke Seite kein vollständiges 
Differential mehr und daher findet die Gleichung 2) nicht statt. Aus 


der Gleichung „= == Üonst. z. B. folgt 





-dse— dy = - lvdz— xdy] = 0, 
oder: 
ydız — zdy =(; 
in der ersten Form hat man linker Hand ein vollständiges Differen- 
tial und ın der That ist a 


ru ur 
in der zweiten Form dagegen ist die linke Seite durch Verlust des 


gemeinschaftlichen Factors zu einem unvollständigen Differential 
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geworden und die Gleichung 2) trifft nicht mehr zu. Wenn nun 
überhaupt die in der Differentialgleichung 

6) o.de + v.dy=O0 

. . op ob . 

vorkommenden Functionen der Bedingung dy =, nicht genü- 
gen, so ist doch die vorige Integrationsmethode immer noch anwend- 
bar, sobald sich der sogenannte integrirende Factor x finden lässt, 
nach dessen Zusatz die Gleichung 5) in Nro. 4), d. h. in ein vollstän- 
diges Differential übergeht; man kann nämlich .17—=9,, d.1x=Hı 
setzen und dann mit 9, und %, ebenso wie vorhin mit @ und % 
operiren. Der Factor % muss aber so beschaffen sein, dass 


o(2.X) __Ol&.%) 


oYy 09% 
ist; entwickelt man diese partiellen Differentialquotienten, so wird: . 
0% 0X 0 =?) _ 


Die Aufsuchung des integrirenden Factors erheischt demnach selbst 
wieder die Integration einer Differentialgleichung, und da letztere 
meistentheils verwickelter als die ursprüngliche Differentialgleichung 
ist, so hat man im Allgemeinen keinen sonderlichen Gewinn von die- 
sem Verfahren; doch schliesst dies nicht aus, dass in speciellen Fällen 
die Kenntniss der Gleichung 6) von Nutzen sein kann. 

Ist z. B. die gegebene Differentialgleichung: 
7) Xy+X)de+dy=0, , 
wo X und X, Functionen von x allein bezeichnen, so ist die Glei- 
chung 6): 


By —tR=0 


man kann ihr dadurch genügen, dass man sich x als Function von 


x alleın denkt, wodurch 2 — 0 und 


wird. Die nunmehrige Differentialgleichung 
JxXdz 


Sxaäx 
(Xy + Xo)e dere dy=0 


« 
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erfüllt in der That die Bedingung der Integrabilität (Nro. 2), wenn 
Xdr SXax 


S 
p=(Xy+X)e ‚Yy=e 


gesctzt wird; zugleich ist: 


Xdr 
Sa de + [Ki dz, 
PS ala 
[ef de =y dz, 


und so ergiebt sich als Integralgleichung von Nro. 7): 
| Sx dx JX . 
8) C+ ye + /xe —=(, 


sie ist dieselbe, welche auf anderem Wege in $. 105 gefunden wurde. 


8. 107. 


Differentialgleichungen verschiedener Grade. 


I. Wir haben bisher solche Differentialgleichungen erster Ord- 


nung behandelt, in denen nur die ersten Potenzen von y und =_ 


% 
vorkamen, welche also rücksichtlich dieser Ausdrücke vom ersten 
Grade, oder, wieman häufig sagt, linear waren; wenn dagegen die ge- 


gebene Differentialgleichung höhere Potenzen von 2Y enthält, so ist 


sie von der Form 
a, (nz B4z— 
rn diram 


worin Z, Zı1 *** ZA-ı Zr Functionen von & und % bezeichnen. 
Das zunächst sich darbietende Verfahren zur Integration einer der- 
artigen Differentialgleichung besteht darin, dass man die Gleichung 


=. als Unbekannte auflöst, wodurch man im All- 


gemeinen n verschiedene Werthe fi, fa, - - * /», sämmtlich Functionen 
von % und , erhält und nachher die n Differentialgleichungen 


in Beziehung auf 


° x 
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a _„ dy__ _ 
2) 5 Jr Fr Eu 


einzeln nach. den vorigen Methoden integrirt. Nennen wir 


3) 9140) =0, Pl2,Y,C) =0,-:- 9l&,Y Ch) = 0 


die Integralgleichungen jener » Differentialgleichungen, so ist jede 
von ihnen auch eine Auflösung der ursprünglichen Differentialglei- 
chung, und die allgemeinste Lösung entsteht nun durch das Product 


4) 92, 9% G1)- 92 (9 02) Pl, Y% Cr) = 0. 
Die Allgemeinheit dieser Gleichung wird übrigens nicht beeinträch- 
tigt, wenn man CL = (0, + —= (, = C nimmt; denn setzt man 


der Reihe nach jeden einzelnen Factor des obigen Ausdruckes = 0 
und giebt dem C alle möglichen Werthe, so erhält C unter Anderem 
auch die Werthe CO}, Cs, ... C„ wieder. 

Beispielsweise sei die gegebene Differentialgleichung: 


6) (&) _ = 


Die beiden einzelnen daraus entspringenden Differentialgleichungen 
sind in diesem Falle: 
’ 


ay_Vey_,, 4, Ve 
dx ua "de a 
und die Integralgleichungen derselben: 


v-3®4a=o, Vy +4 +0G=0, 


das allgemeine Integral ist folglich: 








oder, wenn (; = &% = C genommen wird, 
6) (Vy +1 -15=0. 


II. Das beschriebene Verfahren verliert seine Brauchbarkeit 
wenn die Wurzeln der gegebenen Gleichung sehr verwickelte Aus- 
drücke oder gar nicht angebbar sind; es ıst dann häufig vortheil- 
haft, die Gleichung 1) auf y oder auf x zu reduciren, d. h. ihr eine 
der folgenden Formen zu verleihen 
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7) y—=® 2.5) oder = Fly). 


wobei = kurz mit y’ bezeichnet werden möge, und sie in der neuen 


Gestalt noch einmal zu differenziren. 

Aus y = P(z,y') ergiebt sich auf diese Weise 

__ Ooday) , 9Dlay) dy 

8) y= 02 + af : de’ 
d. h. eine Differentialgleichung zwischen den beiden Variabelen x 
und %; durch Integration folgt daraus eine Gleichung von der Form 
S(&,y,C) = 0, welche mit y== D(z,y’) verbunden dienen kann, 
um durch Elimination von y zu einer Gleichung zwischen x und % 
zu gelangen. 

Ist dagegen die gegebene Differentialgleichung auf die Form 
x — P(y,y) gebracht, so wird 


en Plyy) dy' 
1l= y+ a, da’ 





oder, wenn man die Desichang | 


9) ay _ Ay day _dy 5 ” 


in Anwendung bringt, 

_ ven ‚oPryy) day. 
10) l= +y af ag 
Diese Difwrenialgleichung enthält nur y und y', ihr Integral ist 
daher von der Form F'(y,y', C) = 0, und wenn man zwischen dieser 
und der vorigen Gleichung & = Pf(y,y') die Variabele / eliminirt, 
so ergiebt sich das Integral der ursprünglichen Differentialgleichung. 


Beispiel. Eine Gerade von unveränderlicher Länge @ bewege 
sich so, dass der eine Endpunkt auf der Abscissen-, der andere auf 
der Ordinatenachse fortgleitet; man sucht die Curve, welche von 
jener Geraden während der ganzen Bewegung berührt wird. Nennen 
wir x und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Curvenpunktes, 
so muss das zwischen die Coordinatenachsen fallende Stück der an 
xy gelegten Tangente constant = @ sein; diese Bemerkung liefert 
die Differentialgleichung: 


oder auf y reducirt: 
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. af 
11 =ıy — 
van yore 
Die Differentiation dieser Gleichung giebt nach beiderseitiger He- 
bung von y': 


a dy 
12) 0= 7 — Vor dr’ 
und daraus folgt entweder 

dy a 
13) Fri: 0, oder < — vVarm“ 
Die erste Gleichung giebt y’ = C und durch Substitution in Nro. 1): 
y (8 — _E_ 
Vı+ c2' 

d. h. eine Gerade, was in der That richtig ist, da alle Tangenten an 
einer Geraden mit letzterer zusammenfallen und im vorliegenden 
Falle das zwischen die Coordinatenachsen fallende Stück der Geraden 
— a ist. Die zweite Gleichung in 13) liefert: 


x8 
mithin durch Substitution ın Nro. 11): 


v-- (di 


Die beiden Integrale der ren een sind daher: 
— (x — 0 und + — B—0. 
et yn ’ 


III. Auch in dem Falle, wo die gegebene Differentialgleichung 
auf die homogene Form 


2 talent nl) 


Fl Y\_ 
’ +2(2)y + r(2) 0 
gebracht werden kann, hat die Integration meistens keine Schwierig- 


keiten. Es liegt nämlich sehr nahe, — — t zu setzen, wodurch die 


Gleichung sich unter die allgemeine Form: 


15) fd) = 0 


stellt, die man entweder in Beziehung auf y oder, wenn dies um- 


606 Cap. XVII. $. 107. Differentialgleichungen 


ständlich wäre, nach ? auflösen kann, wodurch man entweder y 
= p(f) oder t= Yl(y') zum Resultat erhält. Andererseits ist we- 
gen y = xt: 


dy di di 
z "de +4 y = 2 iz 
und 
de dt 
eva 


Hat man y’ durch t ausgedrückt, so enthält die rechte Seite nur t, 
war aber t durch y ausgedrückt, so kommt rechter Hand nur y vor; 
in jedem Falle sind die Variabelen gesondert und es ist 


di 
16) ix = J; —_ t’ 


oder auch 
ı7) = —-1W-9+ 7 


und man wird von diesen Gleichungen die erste oder die zweite be- 
nutzen, jenachdem y’ durch t oder & durch y/ ausgedrückt ist. Im 
ersten Falle giebt die Integration ein Resultat von der Form Ir = 
(6) + Const. und man braucht nur für t seinen Werth einzusetzen; 
im zweiten Falle ist das Ergebniss von der Form Ie—=yx(y’) + Const. 
und es bedarf noch der Elimination von y’ aus der vorstehenden und 
der ursprünglichen Gleichung. 

Sucht man z. B. die Curve, deren Bogen 8 mit den rechtwink- 
ligen Coordinaten x und %y des Endpunktes durch die Gleichung 
s=V2z y, oder 


[Vera =V2ry 


verbunden ist, so lautet die Differentialgleichung: 


Virz=-VEy +V& 


für y = xt findet sich hieraus: 


‚_t+a-YVat ,_ _a—yV2 
die Gleichung 16) wird daher im vorliegenden Falle: 
V2t — 
= d=C—I!il— -[ Vs . 
1—)) av 19 1 EV 
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Hier ist die noch übrige Integration durch Wegschaffung des Wur- 
zelzeichens (== u?) leicht auszuführen und giebt: 


Ir — 10-9 - lH), 


in rechtwinkligen Coordinaten ist daher für t — Fr die Gleichung 


der Curve: 
x — y -(E% _v\ 
e Ve+Vy) 


wobei et© — c gesetzt wurde. Zur Construction der Curve würden 
übrigens Polarcoordinaten bequemer sein. 


Für ein zweites Beispiel sei s— V mx? + ny also durch Dif- 


ferentiation 





Yılp  _® +nyy 
Vmz2+ny 
und vermöge der Substitution y — xt 
ViIFp- _ m + m4tntiy 
Ä m-+ nt? 
mtr) +YN) = (m + nty)). 
‚Diese Gleichung ist in jedem Falle leicht auf y' oder i zu reduciren; 


am einfachsten wird die Sache für » = 1, man findet nämlich 
y—t- Vm—1Vm+t 
u Vm 


und nach Formel 16) 
Vm dt 
Vm—ı Vm +12 


— Vm ICH VaFÖ + 
Vm—ı 


= 





oder, wenn Ü —= la gesetzt wird, wo a eine neue willkürliche Con- 
stante ‚hezeichnet 

Vm 
Vn-—ı 





© _ (@ +Vmzt tr) 
a % 


Es ist übrigens nicht schwer, die Gleichung auf y zu reduciren; für 
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m = $ z. B., und wenn man zur Vereinfachung 2a an die Stelle von 
@ treten lässt, hat man 


s=Vj®t+y, = 1) Var. 


[ 


8. 108. 


Die singulären Auflösungen der Differentialgleichungen. 


In dem Abschnitte II. des vorigen Paragraphen begegneten wir 
der eigenthümlichen Erscheinung, dass eine Differentialgleichung zwei 
Auflösungen zuliess, von welchen die erste eine willkürliche Constante 
enthielt, die zweite nicht; aus 


yaay— —/ 
vi+y 


folgte nämlich: 


2 | 3 2 
und auch 23 + y3 = a8. 


Da nun das erste Integral insofern das allgemeinere ist, als es eine 
willkürliche Constante ( besitzt, so sollte man erwarten, dass das 
zweite Integral für irgend einen speciellen Werth von Ü aus jenem‘ 
hervorgehen müsste; dies ist aber nicht der Fall und man muss. da- 
her die zweite Auflösung als eine in ihrer Art einzig dastehende be- 
trachten. Wie nun eine solche besondere oder singuläre Auflösung 
einer Differentialgleichung mit dem allgemeinen Integrale zusammen- 
hängt, wird aus folgenden Bemerkungen erhellen, die wir an die geo- 
metrischen Betrachtungen in $. 29 knüpfen. 

I. Die gegebene Differentialgleichung sei 
1) @,Y, y) =(, 
und ihr allgemeines Integral möge als bekannt vorausgesetzt werden, 
nämlich 
2) F(2,y 0) = 0; 
man kann sich dann die letztere Gleichung als Gleichung derjenigen 
Curve denken, von welcher jeder Punkt die durch Nro. 1) bestimmte 
Eigenschaft besitzt. Die Gleichung -2) charakterisirt aber nicht eine 
einzelne Curve, sondern vielmehr eine ganze Schaar von Curven, 
welche dadurch entstehen, dass man der willkürlichen Constanten C 
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alle möglichen Werthe giebt. Zwei aufeinander folgende individuelle 
Curven dieser Art lassen sich durch die beiden Gleichungen 
F(xz,y, k)=0, F(x, y, k+dk) = 0 

oder auch durch die daraus folgenden Gleichungen 

F(x,y,k 
3) F (x, y, k) = 0, ke ) 
darstellen, und es hat nun jeder Punkt der einen sowohl als der an- 
deren Curve die Eigenschaft 1). Dieselbe Eigenschaft kommt auch 
dem ‚Durchschnitte beider Nachbarcurven zu, falls ein solcher existirt; 
sie gilt endlich auch für die aufeinander folgenden Durchschnitte 
je zweier Nachbarcurven, welche entsteben, wenn man dem % alle 
möglichen Werthe giebt. Nach $. 29 heisst dies: wenn der Glei- 
chung 1) die Curve F'(z,y,k) = 0 genügt, so genügt jener Glei- 
chung auch die einhüllende Curve, welche der stetigen Aende- 
rung des % entspricht. Ausser dem allgemeinen Integral erhält man 
also noch ein singuläres, wenn man %k aus den Gleichungen 3), oder 
C aus den Gleichungen | 


4) Fi&,y,0) = 0, u , 


eliminirt. Selbstverständlich braucht eine solche singuläre T,ösung 
nicht nothwendig zu existiren; sie wird fehlen, wenn jene Schaar von 
Curven keine Einhüllende besitzt. 

Die vorige Regel zur Aufsuchung des singulären Integrales 
lässt sich auch rein analytisch auf folgende Weise begründen. Um 
die Richtigkeit der Gleichung 2) zu prüfen, würde man letztere 
differenziren und nachher aus den Gleichungen 
= F_0oF | 0Fdy_ 0 
| a ydr 
die willkürliche Constante C  ekminiren, weil CO nicht in Nro. 1) vor- 
kommt. Diese Elimination geschieht am natürlichsten so, dass man 
die Gleichung F == 0 nach C auflöst und den gefundenen Werth in 
die zweite Gleichung einsetzt. Bei der Auflösung von F=0 er- 
scheint aber ein Resultat von der Form Ü = gp(x,y) und daher ist 
im Allgemeinen C als Function von x und yanzusehen; beachtet man 
dies bei der Differentiation der Gleichung F = 0, so hat man voll- 
ständiger 


5) F=0 und 


ar _ eFäy , drac 
6) =, +, dy da T ddar 


Die Elimination von u aus F' == 0 und Nro. 6) kann aber nur dann 
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zu demselben Resultate (Nr. 1) führen wie die Eiiminsiisn von C 
aus den Gleichungen 5), wenn die Gleichung 6) mit der zweiten 
Gleichung in 5) übereinstimmt, d. h. wenn 


Or de, 
00 de 
ist. Dazu gehört entweder < — 0 dh. O= Const., wodurch man 
auf das Integral 2) zurückkommt, oder 
| oF 
7 2 
°C 
und wenn sich hieraus für (C eine Function von x und % findet, so 
giebt deren Substitution in F—0 eine neue Gleichung, welche ohne 
willkürliche Constante der Gleichung 1) genügt, also deren singuläres 
Integral ist. Diese Bemerkungen lassen gleichzeitig erkennen, dass 
eine Differentialgleichung nicht mehr als zwei Integrale haben kann, 
von denen eines das allgemeine, und das andere das singuläre ist. 
Als Beispiel diene folgende Aufgabe. Man sucht eine krumme 
Linie, deren Normale die mittlere geometrische Proportionale ist 
zwischen dem Stücke, welches sie selbst von der Abscissenachse ab- 
schneidet, und zwischen einer gegebenen Geraden a. Die Differential- 
gleichung der Curve lautet: 


8) Vıry?=Valc+yy); 

zu ihrer Integration empfiehlt sich das im vorigen Paragraphen unter 
Nro II. beschriebene Verfahren und zwar ist es am vortheilhaftesten, 
auf x zu reduciren, weil die Entwickelung von y eine quadratische 
Gleichung geben würde. Man hat nun 


9) y(1 +?) — ayy = ar, 


und hieraus folgt durch Differentiation, indem man von den Glei- 
chungen 


=(, 


dy __ day _ ,dy' 
Gebrauch macht, 


2yy’ —a) |yy zz rar. 
Diese Gleichung zerfällt in die zwei nachstehenden: 


10) yy— = —(l +, 2yy = a, 


dy 
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welche durch Trennung der Variabelen integrirt werden können. Die 
erste Gleichung giebt 


E=--[* 
IH y’ 


oder 32(1+y') = — Iy-+ Const., d. i. wenn Const. — Ik gesetzt 
wird, 
—_ ” 2 — q? 
Vi+f= n = _——, 


das Integral ist demnach, wenn die vorstehenden Werthe in die 
Gleichung 9) substituirt werden, 


P=ac+ VB 
oder für k? = uc, wo nun c die willkürliche Constante bezeichnet, 
11) (— )’+y? = ac. 


Die zweite Gleichung in Nro 10) liefert J’ = 


—: und durch Sub- 


2 


S 


stitution in Nr. 9) 
12) " y? — ax = 4al. 
Hier ist das erste Integral allgemein, das zweite ein singuläres, wel- 
ches man nach der angezeigten Methode aus jenem ableiten kann, in- 
dem man 
F(a,y,) = (ee —o?+ y? —ac—=0 
setzt und c aus dieser Gleichung und der folgenden 
Fe) __g@-)—a=0 
eliminirt; die letztere Gleichung giebt c=x-+ 3a, und in die vorige 
Gleichung eingesetzt: 
ty? —actz3a)—0, 

was mit Nro. 12) übereinstimmt. Geometrisch bedeutet die Glei- 
chung 11) eine Schaar von Kreisen, deren Mittelpunkte auf der Ab- 
scissenachse liegen und deren Halbmesser sich in 'der. Weise ändern, 
dass, wenn c der Abstand eines Centrums vom Coordinatenanfange 
ist, Vac den zugehörigen Halbmesser angiebt; alle diese Kreise 
werden von der durch die Gleichung 12) charakterisirten Parabel ein- 
gehüllt. 

II. Im Vorigen haben wir immer das singuläre Integral aus dem 
allgemeinen Integral hergeleitet, dagegen wollen wir nun zeigen, wie 
dasselbe unmittelbar aus der gegebenen Differentialgleichung 1) ent- 
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wickelt werden kann. Der Anschaulichkeit wegen betrachten wir die 
Sache wieder von der geometrischen Seite. 

Wenn überhaupt eine einhüllende Curve existiren soll, so müssen 
die beiden Curven, welche zwei verschiedenen Werthen von CinNro. 2) 
entsprechen, einander schneiden; jeder Punkt xy auf irgend einer 
durch das allgemeine Integral bestimmten Curve lässt sich demnach 
gleichzeitig als Punkt einer anderen Curve derselben Art ansehen, 
welche zu einem anderen Werthe von Ü gehört. Der Winkel, unter 
dem sich beide Curven schneiden, ist derselbe, wie der Winkel zwi- 
schen beiden Tangenten; es müssen also am Punkte xy wenigstens zwei 
der Lage nach verschiedene Tangenten vorhanden sein, d. h. es muss 
tant—=y' mindestens zwei verschiedene Werthe haben. Letztere braucht 
man nicht aus dem allgemeinen Integrale zu berechnen, man findet sie di- 
rect aus der gegebenen Differentialgleichung /(z,y,y')=0, indem man 
diese nach y auflöst. Die vorige Bemerkung zeigt nun augenblicklich, 
dass eine singuläre Lösung nur dann existiren kann, wenn die gegebene 
Differentialgleichung wenigstens vom zweiten Grade ist. Nennen wir 

y=9R,9Y) y= tYla,y) y=ıl@Yy)--- 
oder kurz @,%,x etc. die Wurzeln derselben, so haben wir nach dem 
Fundamentalsatze der Theorie algebraischer Gleichungen 
S=W-MW-WW—D:.-.-s 

durch Fi Differentiation in Beziehung auf y’ folgt hieraus 


n= = y—-WWy—-Y).+W-MWy—nD-- 

+ W-W—U--+ 
und hier verschwindet die rechte Seite weder für y = @ noch für 
y=%v etc., falls @, %, x etc. von einander verschieden sind. Anders 
wird die Sache, wenn der Punkt xy auf der einhüllenden Curve liegt. 
Er gehört dann drei Curven an, von denen zwei den Werthen Ü und 
C + dC entsprechen, und deren dritte die einhüllende Curve selber 
ist; für alle drei hat y’ einen und denselben Werth, folglich müssen 
wenigstens zwei der Wurzeln @, %, % etc. einander gleich werden. 
Für Y =9 erhält man aber 


2 I=W-MW—N:-.-- 
H=W-MRU-D-+W—-n +] 
und hier verschwindet die rechte Seite, sobald = @ genommen 


wird. Wenn demnach eine singuläre Auflösung vorhanden sein soll, 
so müssen die Gleichungen 


feyy) = a No 
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zusammen bestehen, und daraus ergiebt sich das gesuchte singuläre 
Integral durch Elimination von 4. 
Als Beispiel nehmen wir die Differentialgleichung 
2 
yY (E-W) = a; 
deren geometrischer Sinn leicht zu sehen ist. Nach dem gewöhnlichen 
Verfahren würde man dieselbe mittelst der Substitution 9? — 2 
homogen machen und als allgemeines Integral finden 
y? +3 
ac a 
woraus als singuläres Integral folgt 
yt = — 4Aa?r?. 
wil man dagegen das letztere allein haben, so eliminirt man y’ aus 
den beiden Gleichungen 


8.’ 
= -Zte=0 
Y_ ( -2)- 
ware -,)=0% 


und erhält wie oben y? = 4a?x, 


8. 109. 


Integration durch Versuche. 


Die bisher auseinandergesetzten Methoden zur Integration der 
Differentialgleichungen zeichnen sich dadurch aus, dass sie der Will- 
kür nichts überlassen und wenigstens in vielen Fällen mit Sicherheit 
zum allgemeinen und dem etwaigen singulären Integrale führen. 
Will aber die Integration einer Differentialgleichung trotz der An- 
wendung aller bisherigen Mittel nicht gelingen, so muss man zu an- 
deren Methoden greifen, deren gemeinschaftlicher Charakter darin be- 
steht, dass die Integralgleichung hypothetisch angenommen und ver- 
sucht wird, ob sie der Differentialgleichung genügt. Hauptsache 
dabei ist, die richtige Form des Integrales zu treffen, und man wird 
sich bei dieser Wahl am besten durch Analogieen leiten lassen, in- 
dem man die Differentialgleichung mit solchen Differentialgleichungen 
vergleicht, die von ähnlicher Form und deren Integrale bekannt sind ; 

Schlömilch, Analysis. I. 99 


ET nn 
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es ist dann immer zu erwarten, dass auch das Integral ungefähr die- 
selbe Form haben werde, wie jenes bekannte Integral. 


Dieses indirecte Verfahren ist z. B. anwendbar auf die Diffe-. 


rentialgleichung: 


1) dx + dy _ 

in welcher zwar die Variabelen gesondert sind, die Integration aber 
gleichwohl umständlich werden würde. Um eine Andeutung über 
die Form des Integrales zu erhalten, betrachten wir vorerst den spe- 
ciellen Fall: 


2) __d8 _ + __ Ay —(: 

vı— Vı— y? ’ 
hier ıst die Integration sehr leicht und giebt ’ 
3) arcsinz + arcsiny — Const. 


Die Gleichung scheint von transcendenter Form zu sein, ist es aberin 
der That nicht; die Summe zweier Bögen macht nämlich wieder 


einen Bogen aus, und ist # dessen Sinus, so kann Üonst. — arcsin u 
gesetzt werden, wo u die neue willkürliche Constante bezeichnet. 
Statt der Gleichung arcsin x + arcsiny = arcsin u lässt sich 
schreiben 


sin (arcsinx + arcsiny) = U, 
wo man linker Hand die bekannte Formel für sin (u + v) in An- 
wendung bringen und die Gleichungen sinu = %, osu—=V/1— x, 





sinv — y, 008V — Vı — y? berücksichtigen muss. Das gesuchte 
Integral ist demnach 


4) v1 2 +yVi- m —u 

Will man es in rationaler Form, wenigstens in Beziehung auf x und 
y, dargestellt sehen, so kann dies durch folgende kleine Rechnung 
bewerkstelligt werden; es ist: 


Bn w—=a+y: — 2a2y? + 22y Vı-=Vı- y; 

): er +) —=2yVı— = Vı—y—ayl. 

Ferner hat man aus der ersten Gleichung: 

1-P=(1-)1-N)—2yV1—- Vi Hy, 

wo die rechte Seite ein vollständiges Quadrat ist, daher: 
VI-e—= Vi— a Vi y?— 2y. 

Durch Substitution dieses Ausdruckes in die Gleichung 02 wird letz 

tere rational, nämlich: 
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22 + y?’+ aVı — utcy — u=(, 


oder für u? = 1 


A 
6) AK +y) + 2VAQA—Nay—1=0. 


Das Integral der Differentialgleichung 2) ist demnach eine in Be- 
ziehung auf x und y rationale und symmetrische Function zweiten 
Grades. 

Kehren wir nun zu der allgemeineren Gleichung 1) zurück, so 
liegt die Vermuthung nahe, dass ihr Integral eine symmetrische 
Function vierten Grades sein werde, also von der Form: 

N) Say) = Ay? + Ba’+y) +2Cıy — 1=0, 
worin die Coefficienten A, B, C vor der Hand noch unbestimmt 
bleiben mögen. Um zu versuchen, ob die vorstehende Form der 
Differentialgleichung genügt, geben wir / (x,%) die beiden Gestalten: 
= (Ay +B)0?2 +2Cyc+ By? —1)= Yer+2Yr+Y, 
= (Ar? + BD)y? +2 Cz2.y+ (Be —1) = XyP +2X,y9y-+ X, 
worin Y, Yı, Ya, X, X], X» zur Abkürzung dienen, und entwickeln 
die beiden partiellen Differentialquotienten 


K=ıttrn), 2X 0) 


Substituiren wir sie in die aus der Gleichung /(x,y) = 0 folgende 
Differentialgleichung 


ut iy=0 


0% 
so wird 
(Fr + Y)de+(Xy+ Xı)day = 0, 
oder 
8) de day _—.g, 


ya rRın 
Die zweite Form f = Xy? + 2X,y-+ X, = 0 giebt ferner, wenn 
man sie als quadratische Gleichung behandelt, 

Xy+ X =Vx?— ıxXX 
ebenso die erste Form 

Y:+ I, = vr:—- rn 
und indem man diese Werthe in Nro 8) substituirt, erhält man 

dx dy _ 
” Ve wm une 
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als die Differentialgleichung, welcher die in Nro 7) gemachte Annahme 
genügt. Die Gleichung 7) würde nun das Integral der ursprüng- 
lichen Differentialgleichung sein, wenn die Gleichungen 1) and 9) iden- 
tisch wären. Vermöge der Werthe von X, X,, X, Y, Yı, X hat 
man statt Nro. 9) zu setzen 

dz 


m ho m  —— ), 
2 2 
Vı+4=2+® + _ Ar "Ver, Sa _ Ayı 


woraus durch Vergleichung mit der Diferentialgleichung 
dx  dy 
Vrenatv rein 
1-+ ar? +brt 1 + ay” + byt 

folgende Bedingungen hervorgehen: 
11) A—BB+0=Ba, A=-—b. 
Hier lassen sich zwei der Coefficienten bestimmen, etwa A = — b, 
C=VB?+Ba+b, der dritte (B) bleibt unbestimmt und ist die 
Integrationsconstante. Diese Untersuchung zeigt, dass in der That 
die Gleichung | 
12) Azy? + Ba+y) +2Cıy — 1=0 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung 10) darstellt, so- 
bald die Coefficienten A, B, C den in 11) ausgesprochenen Bedin- - 
gungen genügen; letztere sind auch jederzeit erfüllbar, da man z. B. 
B immer so gross wählen kann, dass C reell wird. 

Ausser der obigen rationalen Form ist noch die irrationale Form 
des Integrales von Wichtigkeit; man erhält sie auf folgendem Wege. 
Sei 1 + ax? + bxt = f(x), so hat man nach dem Früheren 


Xy+Kh=VX?—-XK, = vB\ı a 2 — Art 
— VBVf(e), 


10) 


oder umgekehrt 
— X — Yce+Y, 
Vfa@) = III und Vf) = Ha, 
Vermöge der Werthe von x ‚Xı, Y, Yı findet man hieraus sehr 
leicht 
—  2Ary? +Be+y) 20x 
z:V/W)+ fa) = 2AyrB@try)r2CRy 
VB 
d. i., wenn man nach Nr, 12) 1 — Aa?y? für B(a?-+y9) +2 C xy 
schreibt, | 
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«VW +, WO =! 7 ”, 


oder endlich, weil A = — b und B eine beliebige Constante war, 


aVf@) + vVf@) 

 1— ba?y? 
Diese Integralgleichung ist für die Differentialgleichung 10) dasselbe, 
was die Gleichung 4) in Beziehung auf die Differentialgleichung 2); 
in der That werden beide für a —= — 1, b = 0 identisch. 

Dasselbe indirecte Verfahren der Integration durch Versuche 
ist auch auf die allgemeinere Differentialgleichung 

de _ dy 

Vata, 2 +0, x’ +a; 2°, 0% Vataı y4-a y?+a; y?+a, y* 
und auf manche ihr ähnliche anwendbar, doch werden die Entwicke- 
lungen zu weitläufig, als dass sie hier Platz finden könnten. 


13) — (onst. 


&. 110. 


Integration durch Reihen, 


Der vorigen Methode insofern ähnlich, als sie gleichfalls auf 
Voraussetzungen beruht, ist die Integration durch Reihen; sie gründet 
sich auf die einfache Bemerkung, dass das Integral y = p(x) einer 
Differentialgleichung F(x,y,y') = 0 in vielen Fällen eine mittelst: 
der Theoreme von. Taylor oder Mac Laurin in Potenzenreihen 
verwandelbare Function sein wird, und dass es daher auch möglich 
gein muss, von der Differentialgleichung aus zu derselben Reihe zu 
gelangen. Dies geschieht auf folgende Weise. Dem Theoreme von 
Taylor zufolge ist, wenn er eine Reihe für @ (x) existirt, 


N) = ER +, 


wo &, einen beliebigen Soociahwor von & bezeichnet: Denken wir 
uns die Differentialgleichung F(x,y,y') auf y’ = (x) reducirt, in- 
dem wir 

y=y@=hl@y) 
setzen, so führt die successive Differentiation dieser Gleichung zu Aus- 
drücken von folgender Form: 
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9") = fılaıy), 9" (2) = fs(@,y) u 8 W; 


für < = x, werden diese Gleichungen zu 


2) p' (2) = fı (m :%); 9" (2) = fa(to Yo) U. 8 W., 

in welchen 4, den individuellen Werth des y bezeichnet, der dem 
Werthe x = x, entspricht. Durch Substitution der unter Nro. 2) 
bemerkten Ausdrücke in Nro. » Diet nun 


)) yaytfılınım) ” em) 


ra, Yo) 1.2 








Ss (& ,%) > eu m ++, 


und wenn die Reihe rechter Hand convergirt, so ist die Auflösung 
zulässig; dagegen würde die Divergenz der Reihe ein Zeichen sein, 
dass y einer Potenzenreihe nicht gleich sein kann. 

Die gegebene Differenzialgleichung sei 2. B. 


4) Y@a=y=1+Ay—n) 
so liefert die successive Differentiation 
ei — )—=MRly—a), ‚ 
= =" = —ı)=4Aly—a) 
u. 8 w., 


und für 2 = x, y Y 
ya)=1r+im— a) 
9" (20) = A (yo — zo), 
2" (m) = Ay — zn) 
u. 8. W.; 
mithin ist das gesuchte Integral: 


van it) RE 


Em + 


oder auch , , 
— 2 — q 
„241 + um Feet... 


Die eingeklammerte Reihe konvergirt immer und lässt sich leicht 
summiren, dies giebt: 
ya.o+ m-n)Arn-=at+ v-olernde, 
d. i, wenn der constante Factor mit ( bezeichnet wird, 
b) y=a+ (cds, 
was man auch direct leicht finden könnte. 
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Statt der Taylor’schen Reihe benutzt man häufig den Mac 
Laurin’schen Satz (d. h. man setzt x, —= 0), in welchem Falle y 
die Form Ay, + Aız + A,x2? -+ etc. erhält; die Coefficienten lassen 
sich entweder wie vorhin oder kürzer dadurch bestimmen, dass man 
die für y angenommene Form in die gegebene Gleichung substituirt 
und wie im vorigen Paragraphen die resultirende Gleichung zu einer 
identischen macht. Sei z. B. 


6) y+y=/f(e) 


die gegebene Differentialgleichung und /(x) eine Function von der 
Form a, + ax + a2? + etc., so giebt die Annahme 


7): y—=A+Aıc+ ArR + 420 + ::-« 
statt der Gleichung 6) die folgende: 

1A +42 4024 +2AA)e +8 A+2AA + ANa+-- 
= % + M& + Ru 


welche offenbar richtig ist, wenn beiderseits x, x1, x? u. s. w. die- 
selben Coefficienten besitzen; man findet daraus der Reihe nach: 

8) A,=%— 43, 4 = —2,A+24°) u. 8. W. 

d. h. die Werthe aller Coefficienten mit Ausnahme von A, welcher 
unbestimmt bleibt und die Integrationsconstante ist. 

Das obige Verfahren beruht auf der stillschweigenden Voraus- 
setzung, dass die der Differentialgleichung F(z,y,Y) = 0 genü- 
gende Function y = @ (x) in eine Reihe von der Form A, + A, x 
+ 43x? -+ etc. verwandelbar sei, es wird daher in allen den Fällen 
unrichtig, wo jene Voraussetzung nicht zutrifft. Die Rechnung zeigt 
dies immer von selbst an und nöthigt dann zu einer anderen An- 
nahme Ist z.B. 

Y 
9) y=2-— zZ 
die gegebene auf gewöhnlichem Wege leicht integrable Differential- 
gleichung, so führt die Supposition y = A, + Aız + A2x2? + etc. 
zu der Gleichung | 


A, + 2A,;x + 3 A322? + --- 
=—2 — — 4, — A,X — 4,2? —,. 
welche nur durch die Werthe A, = 0, Aı = 1, As = As ++ 0 


zu befriedigen ist. Dies giebt y = x, d. h. ein particuläres In- 
tegral, weil keine willkürliche Constante vorkommt, Um das all- 
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al zu finden, machen wir die allgemeinere Voraus- 


= Am + Ati} Amtihen, 

ande Gleichung liefert: 

F@+D Amt (42) anti he 
— Ami Aa Aktion 


n durch u —= — 1 genügen; sie wird dann: 
4 
atrAt242 +24 + 
4A 4 
1- 3-7 A A hren 


araus für A,, Ay, As etc. die Werthe: 
=, A=lh, A=-de=0, 
ıestimmt bleibt. Das gesuchte Integral ist demnach 





4 
ya,t® 


ıeineren Voraussetzung 10) wird man sich überhaupt 
ülle bedienen, wo die erste Form der Potenzenreihe 


:h reicht man oft mit der Annahme, dass y der Quo- 
ühen von der Form 10) sei, und es kann dabei ein 
heil gewonnen werden. Man findet nämlich häufig, 
'h ziemlich einfache Function bei der Verwandlung in 
' zusammengesetzte Coefficienten liefert, während sie, 
veier Reihen betrachtet, viel weniger complicirt er- 
ıd z. B. in der Gleichung 

ne—= As + A088 +ArR +: . 
‚ As, As,.... von sehr verwickelter Zusammensetzung, 
‚efficienten in “ 





„Me _ e-botbi—.. 
c08% matter 

sserst einfachen Gesetze fortschreiten. Dazu kommt 

tliche Umstand, dass die zweite Form von tanz für 

» dagegen nur für solche gilt, welche zwischen —} x 

‚en. Um das in solchen Fällen eintretende Ver- 

m Beispiele zu zeigen, wollen wir die Differential- 








y+ıyzıa 
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behandeln, welche den directen Methoden Trotz bieten und, auf die- 
selbe Weise wie Nro. 6) integrirt, eine Reihe von nicht übersehbarem 
Bildungsgesetze liefern würde. Bezeichnen wir mit (x) und Y (x) 
zwei nach Potenzen von x fortschreitende Reihen und setzen 
9 (x) 
1) Try’ 
so geht die Gleichung 12) in die folgende über 
IR) , PI-PÄV/@) _, 
Ye) % (x)? 
und diese wird sehr einfach, wenn wir $(x) = %'(x) setzen; wir er- 
halten nämlich: | 


u" (a) 
v(R) 
Die weitere Annahme 
Ya)= At Art Art+ Ar + 
giebt nun durch Substitution in die vorige Gleichung: 
1.24; + 2.3A,x + 3.44,2? + 4.5 4,2? + 
—= A,ilz + A ir + Akad ++, 
und daraus folgen für .die Coefficienten die Werthe: 
a=4 =4=Aı >, 


% 





— Ax oder Y"” (x) = Are). 


„= a, = sah, A = —— — 4, 
sagen Mg Tg n.g.gl 

ji 2 43 
zz, Aa Tin Au 579 wär 


welche nach einem leicht zu erkennnenden Gesetze fortschreiten; 4, 
und A, bleiben vor der Hand noch unbestimmt. Führen wir zur 
Abkürzung folgende Bezeichnungen ein: 


Aa® 1226: A329 
veltsg tags tr3asesa tt" 
Axt A? 18x19 


vz2r37 tt 5aer 3468190“ 


wo U und V die Summen zweier jederzeit convergirender Reihen 
sind, so haben wir 


Ya) = AUT + A,V 
und der Werth von y = P(2):Y(x) = Y'(a):Y (x) ist: 





vn — |.» 


u Ben 
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AU’ + AV’ 
JTAT+AV 
oder endlich, wenn der Qrotient A, : A, mit Ü bezeichnet wird, 
uU’ + .0V 
1) = Tror 
Auf die allgemeinere sogenannte Riccati’sche Gleichung - 
y + ur = be” 
lässt sich dasselbe Verfahren mit gleichem Nutzen anwenden. 


Oap. XVIoL 
Differentialgleichungen höherer Ordnungen zwischen 


zwei Variabelen. 


&. 111. | - 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung; einfachste Formen. 


Eine Differentialgleicbung zweiter Ordnung zwischen zwei Va- 
rıabelen x und y hat im en die Form: 


ay\ _ 
1) F(z y,ay ns dx? a) = 0, 
oder, auf den zweiten Differentialquotienten reducirt, 
Ay _ ay 
2) tler z.) 


und die Aufgabe ist wie früher, 9 als Function von x zu bestimmen. 
Den Sinn dieses Problemes kann man sich auf ähnliche Weise ver- 
deutlichen, wie es in $. 103 bei den Differentialgleichungen erster 
Ordnung geschah. Man betrachte nämlich x und y als rechtwink- 
lige Coordinaten eines Curvenpunktes, mithin 7 als die Tangente 
des Winkels, welchen das Curvenelement ds mit der Abscissenachse 
bildet, und beachte, dass mittelst der zweiten Gleichung =y einen 


bestimmten Werth erhält, sobald x, y, und = gegeben sind; die 


Construction der fraglichen Curve geschieht dann auf folgende Weise. 
Man gehe von einem beliebigen Punkte 2,Y, aus, wähle den ent- 


sprechenden Werth von 4 — 'y’ gleichfalls willkürlich, etwa = w)', 


a VER 
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N) 
und berechne den zugehörigen Werth von 1 — y”", welcher yo" 


heissen möge; ist nun y —= (x) dieGleichung der gesuchten Curve, 
so gelten für unendlich kleine ö die Beziehungen 


p(x + ) — px) — p' (x), 


DE+2D -29C+ DIT gu, 


oder 


PEa+N = pl) + Ip), 

P( +29) = 2p (+0) — Pla) +0°p" (a) 
und sie dienen, um aus (x), @'(z), $"(x) der Reihe nach p(x + 6) 
und $(z£ +26) abzuleiten. In unserem Falle sind für & = x, jene 
Werthe in der That bekannt, man kann also, von dem Punkte x, % 
ausgehend, zwei neue unendlich naheliegende Punkte 2 Yı und %,% 
bestimmen und zwar sind die Abscissen derselben: 

n=n+ß, n—=%H+ 20, 


und die Ordinaten: 


Y=yt99 nA=—Hu + 2yı + 9%" dR. 
Betrachtet man jetzt 2,Ys als neuen Ausgangspunkt, so lassen sich 
wiederum zwei neue Punkte 2, %;, 24%, bestimmen u. s. w. Man er- 
sieht aus dieser Construction, dass die gegebene Differentialgleichung 
das gemeinschaftliche Merkmal einer unendlichen Menge von gleich- 
artigen Curven enthält; sie bestimmt jede dieser Curven vollständig, 
sobald ein Punkt &,4, der letzteren und die Richtung der Tangente 
in diesem Punkte, d. h. 4, gegeben oder willkürlich angenommen 
ist. Im Allgemeinen bleiben zwei Grössen in der Bestimmung von 
y beliebig, d. h. das allgemeine Integral einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung enthält zwei Integrationsconstanten. Dies ist auch 
analytisch leicht einzusehen. Eine Gleichung zwischer x, y, y,y' 
würde durch einmalige Integration zu einer Gleichung zwischen x,y,%, 
d. h. zu einer Differentialgleichung erster Ordnung werden, welche 
nach den früheren Methoden zu integriren ist; auf jeden Fall bedarf 
es im Ganzen zweier Integrationen, deren jede eine willkürliche Con- 
stante mit sich bringt, und demnach muss das gesuchte 4 von der 
Form $(x,C,C,) sein*) . Diese Bemerkung deutet zugleich den 


*) Eine Ausnahme erleidet die obige Behauptung in dem Falle, wo 
man entweder bei der ersten oder bei der zweiten Integration statt des 
allgemeinen Integrals das singuläre Integral nimmt. In jedem speciellen 
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Weg an, der bei der Integration der Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung meistentheils eingeschlagen werden muss, wie man aus den 
nachherigen Beispielen sehen wird. 

Wir betrachten zuerst die einfachsten Formen der Differential- 
gleichung 2), bei welchen zugleich die Integration vollständig aus- 
führbar ist. 

Erste Form. Die rechte Seite von Nro 2) enthalte x allein 
sei kurz f(x) = X, mithin 


3) -—— X, 


Die Gleichung ist identisch mit — — X, woraus 


Vet [zur 0 


folgt; die zweite Integration liefert ebenso leicht 
v=/ds Xdz + 0x + CO. 


Eine bequemere Form erhält das Integral durch die Bemerkung, dass 
bei theilweiser Integration 


IES; — »/x dx — [az Xdrf 


ist, mithin das Doppelintegral als Differenz zweier einfacheren Aus- 
drücke angesehen werden kann; dies giebt: 


4) y=ı dr — [2Xa2 4 0240. 


Zweite Form. Der zweite Differentialquotient von % sei als 
Function von y allein gegeben, nämlich, 
- d?y 
ö) Fr 
Hier kann man statt der linken Beite den Ausdruck 
de = de dy’ 
eintreten lassen, und es sind in der nunmehrigen Gleichung 


Falle lassen sich die so entstehenden singulären Integrale der Differential- 
gleichung ohne wesentliche Schwierigkeit entwickeln, indem man bei 
der betreffenden Integration die Lehren des 8.108 in Anwendung bringt; 
ebendeswegen werden wir in den folgenden Untersuchungen den sin- 
gulären Integralen keine besondere Aufmerksamkeit mehr widmen. 
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‚dy 
’ay 
die Variabelen gesondert. Das erste Integral der Gleichung 5) ist 
daher 


142 — (onst. + [ray oder y =V C + 2/Yay. 


Vermöge des Werthes von y erhält man daraus 


day 
de = ———— 
VCo+2/Yay 


und durch nochmalige Integration 


— Yoder ydy = Ydy 


6) [Ve Tr 


Ein für spätere Untersuchungen nicht unwichtiges Beispiel bil- 
det die Differentialgleichung 


7) —— — kty. 
Hier ist 2/Ydy — k?2y?, mithin das vollständige Integral 


| Von + = len + VOR + 0, 


Um auf y zu reduciren, bilde man daraus die Gleichung: 
eV ky=VC+RYy 
und quadrire dieselbe; man findet sehr leicht 
y= 5, [exe-0 — Ce-re-0|, 


d. i. wenn man zur Abkürzung die constanten Factoren 


1 
3% e =—A, > Ceta —=B 
setzt, wo nun A und B ebenso willkürliche Constanten wie früher 


C und C, sind, 


8) y= Acd* + Bet, 
Ist dagegen die Differentialgleichung gegeben 
9) Py__ Kay 
da? ’ 
so erhält man 2/Y Fre = — k?y?; ferner 


— Ve (6 = g aresin 7% + 0 


und umgekehrt 
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oder, wenn man auflöst und die Constanten ändert, 
10) y= A,coskz + Bısinkz. 


Dieses Resultat hätte sich erigens aus dem vorigen dadurch herleiten 


lassen, dass man k V — 1 = ki an die Stelle von % treten liess, die 
Gleichung 


ett — coskx + isinkz 
benutzte und zuletzt A+ B= A, (A— B)i = Bı setzte*). 
Dritte Form. Die Differentialgleichung enthalte nur den 
ersten und zweiten Differentialquotienten der Unbekannten, es sei 
also 


day __ „(dy day _ 
11) er oder — =). 


In der zweiten Gestalt sind die Variabelen leicht zu trennen, nämlıch 


*) Auf das oben entwickelte Integral der Differentialgleichung 


U - =ay, a=+RM 
lässt sich das der folgenden (nicht zur zweiten Form gehörenden) Glei- 
chung 
—Y =ay+tbr-+tec 
zurückführen. Giebt man ihr nämlich die Gestalt: 
y'=zay-tbs-+tc 


und differenzirt zweimal, so wird: 


Diese Gleichung stimmt mit der ersten überein. und ihr Integral ist bei 
positiven a = + K: 

y" — Act: + Be-*=, 
und bei negativen a = — Ä?: 

y' —= A,cookxz + B, sinkz. 
Andererseits folgt aus y’ = ay + bxz + c umgekehrt: 
y! — ba — c 
ya 77 
upd indem man den Werth von y’ substituirt, ergiebt sich y. — Wäre 
die Gleichung allgemeiner y”" = ay + y(x), so würde dieser Kunstgriff -- 
nichts helfen, sondern ein anderes Verfahren eintreten müssen, welches 
in $. 113 auseinandergesetzt ist. 


’ 
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‚ ‚ 

12) de = Fur aloe — Zr +6 

Um ferner y zu finden, hat man 

13) dy=yde=y av folglich y = yay + 0. 
je ’W) 


Die Integralformeln in 12) und 13) geben x und y ausgedrückt 
durch die dritte Variabele y'; eliminirt man diese aus beiden Glei- 
chungen, so bleibt eine Gleichung zwischen z, y, CO, Cı übrig, welche 
das allgemeine Integral ist. 

Auf eine Gleichung von der Form 11) führt z.B. das geometri- 
sche Problem: aus einer gegebenen Relation zwischen dem Krüm- 
mungshalbmesser g eines Curvenpunktes xy und zwischen dem Winkel 
t, welchen dieser Krümmungshalbmesser mit der Ordinatenachse 
bildet, die Gleichung der Curve in rechtwinkligen Coordinaten ab- 
zuleiten. Ist nämlich 0 = Fr) die gegebene Beziehung, so hat 


wegen tant = y undeo = (1 +93: y' 


1 + y9s 
arg — Ff(arctany'), 


oder umgekehrt: 
8 
y_ Ur ya 
F{arctan )’ 
mithin nach den Formeln 12) und 13): 
F'(arctan 
Flarctany) dy +0, 
(+ ya 
y F(ar etan y day! 10. 
(I+y DL 
Betrachtet man nicht y’, sondern arctan y' = r als unabhängige Va- 


riabele, setzt also y’ = tanr, so gewinnen die obigen Gleichungen 
die symmetrische Gestalt: 


x = [ Flo)onrdr + 4, 
Yy = / Fiosinrdr +3, 


und man kann am Ende, wenn es sonst möglich ist, 7 eliminiren. 
Für o = ksecr z.B. ergiebt sche = kr + A, y= klsect -+B 
oder: 


ı = 


14) 
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z—A 
k 





y— B= klsee 


ale Gleichung der gesuchten: Curve. 

Eine ähnliche Aufgabe ist: die Gleichung einer Curve in recht- 
winkligen Coordinaten zu finden, wenn der von einem festen Punkte 
ab gerechnete Bogen 8 eine gegebene Function des Winkels 7 sein 
soll, den die Tangente am Endpunkte des Bogens mit der x- Achse 
einschliesst. Aus der gegebenen Gleichung 8 = p(r) folgt hier 


ds 
E u Pe p' (7), 0 


mithin ist die Sache wie bei de vorigen Aufgabe wenn man F' durch 
@' ersetzt, nämlich 


x = [ P)onrdr+ A, 
y — [ Posinrär+ B 


Beispielsweise erhält man für s = Ak cost: 
«— A=kos2ar, y— B=— kr — sin2r); 
setzt man 2r= 9, 2x — A=k—ny—B=-—.& so lehren 


die Formeln 7) und 8) auf 8. 95, dass die gesuchte Curve eine Cy- 
cloide mit % als Halbmesser des erzeugenden Kreises ist. 


15) 


8. 112, 


Fortsetzung und Schluss. 


‚Vi ort e Form. In der Differentialgleichung mögen nur «, 


723 —- vorkommen, sie sei also: 


1) | =! = f 2,52) oder y" = f(a,y)). 


Giebt man ihr die Gestalt 
day __ . 
2) | Te: 


so enthält sie nur die beiden Variabelen x und % und ist in Bezie- 
hung auf y’ eine Differentialgleichung erster Ordnung; man findet 
daraus y und zwar in der Form 


Schlömilch, Analysis. I 34 
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8) y= I '9(x), mithin y — [Hart Const. 


Dieses Verfahren sn sst z. B. auf das geometrische Problem, die 
Curve zu finden, in welcher der Krümmungshalbmesser eine vorge- 
schriebene Function der zugehörigen Abscisse ist, etwa 0 —= Y (x). 
Die Differentialgleichung lautet hier: 


a+ ya 


pr 


oder, auf y” reducirt, 
„8 
day _(1 +) 


deze Ye) ’ 
was mit Nro. 1) übereinstimmt. Die Trennung der Variabelen giebt 
dy' dx 


ar 9@ 
Durch Integration folgt 
van; To 
- wo X zur Abkürzung eingeführt ist; man hat nun weiter 
„W__ + _ 
da Vı-(&+0 


also bei nochmaliger Integration 





So liefert Bo = — folgende Werthe: 


a Cr —a j 

Xo— — = | te dz O1; 

x ’ Ve — (08 —a): 2 — ( Cx _ a) 2. + 137 
die noch übrige Integration ist leicht auszuführen und giebt verschie- 
dene Curven, jenachdem man die willkürliche Constante der Einheit 


gleich, oder kleiner oder grösser wählt. Im ersten Falle erhält man 
eine algebraische Curve, nämlich | 


v=j@-29)/ 2° aı CO; 


im zweiten Falle ist dieCurve logarithmischer Natur, im letzten Falle 
hängt sie von der Function arcsin ab. 
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Fünfte Form. Die gegebene Differentialgleichung enthalte 


nur %, =, nach dem Schema 
day _ 7) n" __ 
4) 7 = sy. 2), da "= ron) 


Lässt man, wie es schon früher geschah, 


an die Stelle von %” treten, so nimmt die Gleichung folgende Ge- 
stalt an: 


5) vu=jun 


und ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den bei- 
den Variabelen y und y'; man findet daraus 


I —— 
mithin bei Trennung der en und Integration 
7 Const. 
st 


Nach dieser Methode lässt sich z. E. das geometrische Problem 
lösen: die Curve zu finden, in welcher der Krümmungshalbmesser 
eine gegebene Function der zugehörigen Ordinate ist, etwa = Y(Y). 
Die Differentialgleichung lautet nämlich 


1+y 2) „ars + y'2)a 
ur a er 77 


formell übereinstimmend mit Nro. 4). Nach dem angezeigten Ver- 
fahren wird 


yay day 

(1+ y93 vy)’ 

und durch Integration | 

__ı__ [% 

Vi+ry: + (9) 

wo Y zur Abkürzung dient. Der Werth von y’ ist jetzt 
y_-Mı-0O+9_4 
u Y+c da’ 


mitlin die Gleichung der gesuchten Curve: g4* 


N 
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r+c . 
= — nd O.. 
ü Ir yra 


Das Resultat hat mit dem der vorigen geometrischen Aufgabe viel 
Aehnlichkeit; in der 'That sind beide Probleme nicht wesentlich ver- 
schieden, da man nur x mit y und entsprechend X mit Y zu ver- 
tauschen braucht, um das eine aus dem anderen abzuleiten. 

Als zweite geometrische Anwendung diene die Bestimmung der 
Curven, in welchen der Krümmungshalbmesser mit der zugehörigen 
Normale in gegebenem constanten Verhältnisse steht. Aus der ge- 
nannten Bedingung folgt unmittelbar, wenn 1: u jenes Verhält- 
niss ist, | 


„ars + ya — yVirp + y8, 


y" 
oder 
| y’"’=u(ll+y?. 
Die Substitution 4" — y’ Fr giebt bei Sonderung der Variabelen 
y dy’ dy 
I ey 
ferner durch Integration, wenn die Constante mit #lb bezeichnet 
wird, 
| Vyru — deu 
1 m (£) —_ yon 
endlich: 


_ ay 

| x — bu f Von — m en + a 
Man findet mittelst dieser Formel sehr leicht, dass die Curve für u 
= — 1 einKreis, für # = + 1 eine Kettenlinie, für u= —1 eine 
Cycloide und für u = + ! eine Parabel ist. 

Das Analogon zur vorigen Aufgabe bildet die Frage nach den- 
jenigen Curven, bei welchen der Krümmungsradius in constantem 
Verhältnisse zur Polarnormale. (P W in Fig. 26 auf S. 102) steht. 
Bezeichnet wieder 1:u das gegebene Verhältniss, so ist die zu inte- 


grirende Differentialgleichung 


8 
(r? + r'2)3 _ P 
HRS mn Vr+r 


oder 
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= +. 
Die Substitution 


— dr _ 2 y 
FT 
. giebt 
dr' r r' 
=U-W5+@-W1 
Diese Gleichung ist homogen; wir setzen daher 
-— uocdrr=ru 
r 


woraus folgt 





Durch Sonderung der Variabelön und Integration findet sich 
1+W= 0r?# 
d. i. vermöge des Werthes von u 


+) one 


Nach wiederholter Trennung der Variabelen und Integration folgt 


f dr _9—y 
rV or-e— 1 


worin y die willkürliche Constante bedeutet. Mit Hülfe der Substi- 
tution Or?-?4# — 1 + v? ist die angedeutete Integration leicht auıs- 
zuführen; setzt man dabei zur Abkürzung u — 1l==m, so erhält man 


— 1 art = 6 — y 
m 


und schliesslich als Polargleichung der gesuchten Curve 
yn — am com (d— 7), 

wobei a” für vo geschrieben wurde. Im Falle = 2 ist die Curve 
ein Kreis, für # = 3 eine Lemniscate, für & = $ eine Cardioide. 

Als letztes Beispiel für dieses Verfahren diene die Behandlung 
der Aufgabe: die Gleichung der Curve zu finden, deren Bögen pro- 
portional den an die Endpunkte derselben gelegten Tangenten sind, 
Rechnen wir den Bogen s von einem Punkte aus, dessen Abscisse &%, 
ist, und bezeichnen wir mit 1:1 das Verhältniss des Bogens zur Tan- 
gente, so lautet die Bedingungsgleichung:: 


[vi fi yvi + y% 


E27) 
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aus ihr folgt durch Differentiation und Reduction auf y” 
y'2(1- 2 
= a „Lat _ 


und mittelst der für y’”’ angegebenen Substitution 
TEREERE LET) 


Die Sonderung der Variabelen giebt weiter 
_ day day 
var my: 
und die Integration dieser Gleichung, wenn die Integrationsconstante 
mit — (1— u)!b bezeichnet wird, 


1-14 =a-nılt) =)” 


(a 


Der Werth von y’, durch y ausgedrückt, ist demnach: 
v4 _-% 
Vr-u_ y-mu de 
mithin die Gleichung der gesuchten Curve: 


:=/a\ ()" —_ı1ta 


Die Integrationsconstanten a und b bestiminen sich im speciellen 
Falle durch die zwei Bedingungen, dass s=—0 werden muss, wenn % 
gleich der Abscisse des Bogenanfanges genommen wird, und dass 
die Curve durch einen gegebenen Punkt gehen soll. Die Gleichung 
der gesuchten Ourve ist übrigens für u — 3 algebraisch und zwar: 


(e — a)? — gm, 


oder: 


in allen übrigen Fällen aber transcendent. 
$. 113. 
Die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Unter einer linearen Differentialgleichung versteht man wie 
früber eine solche, in der sowohl y als die Differentislquotienten 
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dieser Function nur in der ersten Potenz vorkommen; demnach ist 
die Gleichung 


a + y=X, 


‘worin X,, X, und X als Functionen von x allein angesehen werden, 
das allgemeine Schema einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 

Wir betrachten vorläufig den speciellen Fall, wo X = 0 ist; 
die einfachere me 


1) ++ y=0 


mag dann die reducirte Differentialgleichung heissen. 
Kennt man zweı von einander verschiedene particuläre Inte- 
grale derselben, etwa y, und %,, so ist für diese gleichzeitig 
a2 d 
HızWıun-o, 


d? d 

ragt an-0 
und wenn man die erste Gleichung mit einer willkürlichen Constan- 
ten Cı, die zweite mit einer anderen willkürlichen Constanten C, 
multiplieirt, so kann man die Summe beider Producte in folgender 
Form darstellen | 

d? (Oıyı + 9) ı d (CGıYyı + 02%) 

dx? &ı dx 


+% (Gy + Gy) = 0. 
Der Vergleich mit Nro. 1) zeigt, dass der allgemeinere Ausdruck 


2) y=Cy + Gy 

ebenfalls die Differentialgleichung 1) befriedigt; er enthält aber zwei 
willkürliche Constanten, folglich ist er das allgemeine Integral von 
Nro. 1). Mit anderen Worten, aus zwei von einander verschiedenen 
particulären Integralen der reducirten Differentialgleichung lässt sich 
deren allgemeines Integral nach Formel 2) zusammensetzen. — Diese 
Regel verliert ihre Gültigkeit, wenn %, — yı ist; dann wird nämlich 
y=(C, + C;,)yı, und da hier C) + (, eine einzige willkürliche 
Constante ausmacht, so hat man nur ein neues particuläres Integral. 
Wie man sich in solchen Fällen helfen kann, werden die folgenden 
Beispiele zeigen. 
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L Die gegebene aha gei | 


3) I +03 I 4ıy—0. 


Nach Analogie der Gleichung 7) in $. 111 versuchen wir, ob die 
Exponentialgrösse 
4) y—c-, 
worin A einen vorläufig unbestimmten constanten Factor bedeutet, 
der Gleichung 3) genügen kann. Die Substitution von 4) in 3) 
giebt nun 

(A?+aiA + b)e: — 0, 
und diese Gleichung ist für jedes & richtig, wenn für A eine Wurzel 
der quadratischen Gleichung 
5) | 2 +aA+b=0 
genommen wird. Bezeichnen wir die beiden Wurzeln dieser Glei- 
chung mit A, und A,, so haben wir zwei particuläre Integrale _ 

Yyı = ehe, Y% = eh: , 
welche im Allgemeinen von einander verschieden sind. Das allge- 
meine Integral der Differentialgleichung 3) ist daher 

y— O1 ehız + C,ehz, 


6 
hz= ı(—a+ V a— 4b), h)= l(_a— Va”— 4b). 
Um den Ausnahmefall A, = Ay zu discutiren, bezeichnen wir 
die Differenz A; — A, mit Ö, woraus Ag — A, + Ö folgt, und haben 
unter der Benutzung der Exponentialreihe 


y= eh°(C + Oyet=) 
= ehe[( +0) + dr + Id tb 
setzen wir noch . 
C, +6G=6(, Go=(), 
oder, was auf Dasselbe hinauskommt, 
C C 
G=C— 6’ G= 5 ’ 
so haben wir auch 
7) y—ehr(C+ 0 +10dr +12 +...) 
Für ö = 0 wird A, = 4, und wenn man den neuen Constanten 
C und C’irgend welche endliche Werthe beilegt, so werden zwar die 
früheren Constanten C, und C, unendlich gross, aber dies hindert 


die Rechnung nicht, da C, und C, jeden beliebigen Werth haben 
können. Aus Nro. 7) folgt nun für d6 = 0 
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) y-ch-(C+ 09), 
und dieses Integral der Gleichung 3) ist allgemein. 
Wenn die quadratische Hülfsgleichung 5) zwei complexe Wurzeln 
,=eH+iß, h=a—iß, 
besitzt, so verwandelt sich die Formel 6) in 
y=— (jee*(cosßx +isinßz) + (ser? (cosßx — isinßx); 
für GG + & = A und i(Ü\ — (5) = B wird hieraus 
9) y=— ea (Acosßx + Bsinßx). 
Damit sind alle möglichen Fälle erledigt, 
Il. Die Differentialgleichung 
d? a dy b 
tat 
lässt sich nach einem ähnlichen Verfahren integriren. Setzt man 
nämlich versuchsweis 
11) yadak, 
so erhält man 
a1) + ap + b]ae-2 = 0, 
und diese Gleichung ist allgemein richtig, wenn für f eine Wurzel 
der quadratischen Gleichung 
12) ww + (a Y)u+b=0 . 
genommen wird. Nennen wir ü, und is diese beiden Wurzeln, so 
sind nach Nro, 11) 
Yyı — alı und % = ziıa 
zwei particuläre Integrale der Differentialgleichung 10), mithin ist 
das allgemeine Integral 
13) y— CGxra + Oıla. 
Um den Ausnahmefall u, = 4, zu erörtern, setzen wir wie frü- | 
her 4 = tı + Ö und erhalten 
y= wuı(0, + Gef!>) 
— al ++ 9617 +4062(lr)2 + ---] 
oder, wenn neue Constanten ( u. C’ mittelst der Gleichungen 


c 
G=C0-— T4=5 


10) 


eingeführt werden, 

y—= zMm[C+Cllz+10ö(R)?+---) 
Für ö = 0 wird tı = % und 
14) y— aı(C+ (le). 
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Sınd endlich u, und ts complexe Zahlen, etwa 
mn=e+iß, Ws =a— iß, 
so geht die Gleichung 13) über in - 
y— 0, @"[cos(Blz) + isin (Blx)] + CO, x* [cos (B Ix) — isin (B1x)], 
oder, wenn CO, + & = A, i(Cı — O5) = B gesetzt wird, 
15) y= x*[Acos(ßlx) + Bsin(ß1x)). 


_ 


8. 114. 


Zusammenhang zwischen den beiden particulären 
- Integralen. 


Wie im vorigen Paragraphen mögen y, und y, zwei von einan- 
der verschiedene particuläre Integrale der reducirten Differential- 
gleichung 


dry day 
1) im tr za, tr %y> 9 
bezeichnen, so dass 
2) y=Cy + Gy 


das allgemeine Integral von 1) darstellt. Da yı und % eine und 
dieselbe Gleichung 1) befriedigen, so lässt sich erwarten, dass zwi- 
schen yı und %, ein gewisser Zusammenhang stattfinden wird; man 
erkennt ihn auf folgendem Wege. 

Es sei Y eine bekannte Function, welche die Differentialglei- 
chung befriedigt, d. h. ein particuläres Integral derselben, so kann 
man sich denken, dass das andere die Form Yz habe, wo 2 der Quo- 


tient beider Particularintegrale, mithin eine noch unbekannte Func- N 
tion von z ist. Die Substitution y = Ye giebt nun statt der Glei- | 
chung 1) die gende 
daYde , dY 
arten 


de , dY ) 
4 x(7 5 +) + 8 r=0, 
oder in anderer Sur nun 


de 
rZz + (zr+2% dr 


er + uY)s=0; 
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nach der gemachten Voraussetzung verschwindet hier der Coefficient 
von z und es bleibt, wenn der Differentialquotient von z mit #’ be- 
zeichnet wird, 


de an, _„ 
+ (ar+3z !—=0. 


Diese Differentielgleichung kann durch Sonderung der Variabelen 
leicht integrirt werden, nämlich: 


“=-(2} ı = + x) da, 


= — ur [Kae 


ferner durch Rückgang auf #’ und z 


g fe e-/Kdz, 


Setzt man nunmehr Y und Y an die Stelle der beiden particulären 
Integrale y, und 43 in die Formel 2), so ist 


) verlor /Gefel. 


Das allgemeine Integral der Differentialgleichung 1) lässt sich also 
jederzeit entwickeln, wenn man nur eines ihrer particulären Integrale 
anzugeben weiss. Zur Aufsuchung dieses letzteren giebt es zwar 
keine allgemeine Regel, doch aber ein Hülfsmittel, nämlich die Sub- 
stitution von Reihen, deren Anwendung hier ganz dieselbe ist, wie 
bei den Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Beispiel 1. Die gegebene Differentialgleichung sei: 
2 d =. 2 — 
4) Im tin 
und behufs der Auffindang eines particulären Integrales: 


y=4 + Jr + A2 + Aa + - +», 
wodurch man statt der Gleichung 4) die folgende erhält: 


PA, 64 +BA) + (2A + WA)e 
+ (20A, + K?4,)2? + »..., 


aus dieser ergeben sich für die Coefficienten folgende Werthe: 


A=0, A=—- GA h=0 A,= +, A ... 
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und es ist daher: 


k?x? kirt 
yahıı gast Taaa5 
Dieser Ausdruck lässt vermuthen, dass 
= nme und einfacher Y — sin kr 
ein particuläres Integral der Differentialgleichung sein werde, was 
sich in der That bestätigt, wenn man Y für y in Nro. 4) substituirt. 


Der Formel 3) zufolge ist nun das allgemeine Integral: 
sinkz "ads _, | 
= — 423) 

_— ara (u ’ 


_ _.$in er la 06, en 




















oder endlich, indem m man  —= — (sk setzt: 
_ Ocoskz + Cısinkz 


6) 
x 
Beispiel 2. Die gegebene Differentialgleichung sei 
6) I — @+9)y=0, 


und hypothetisch: 

y—= 4 + Lıx + Ar + Arzt th ++ 
Durch Substitution dieses Werthes bestimmen sich die Coefficienten 
As, Az, 4, etc. leicht, A, und A, bleiben unbestimmt und man hat: 


tt 


+ 4, je t40° + 08 + 2 + € 


Dies ist schon das allgemeine Integral von 6), aber es steht insofern 
unter einer ungünstigen Form, als man das Bildungsgesetz der Coef- 
ficienten erster Reihe nicht übersieht. Die zweite Reihe dagegen 
scheint einfacher gebildet und mit 


« +10) + et — ga” 


identisch zu sein; in der That genügt der Ausdruck zes“ der Diffe- 
rentialgleichung 6) und kann demnach für Y genommen werden; die 
Formel 3) giebt nun: 


7) v=adhtlara Ge. 
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8. 115. 


Die Variation der Constanten. 


Um die allgemeine Differentialgleichung 
a?y 4y _ 
1) mtr, try =X 
zu integriren, gehen wir von der Vermuthung aus, dass ihr Integral 
von ähnlicher Form sein werde wie das Integral der reducirten Dif- 


ferentialgleichung 


d’y — dy 
2) ra, tiv 
wir versuchen daher, ob die Gleichung 1) durch die Annahme 
3) y=aYy + %% 


befriedigt wird, wenn yı und %, die beiden particulären Integrale 
der reducirten Differentialgleichung 2) und u, % zwei unbekannte 
Functionen von & bezeichnen. 


Aus Nro. 3) folgt zunächst 


dy_.dy , . dy 
de da Tr Gen 
du dig 


+ NG + 9% I 
dieser Ausdruck vereinfacht sich, wenn %, und %, der Bedingung 
du du 


2 m—— 
4) Yı Gr Lay Fr 0 
unterworfen werden; es bleibt nämlich 
| ay _ „MM dya, 
de "de de 


Wir differenziren diese Gleichung noch einmal und substituiren die 
Werthe von y, y’ und y” in die Gleichung 1); dadurch nimmt letz- 
tere die folgende Form an: 


% 


542 Cap. XVIIL $. 115. Die Variation der Constanten. 


Der Voraussetzung nach genügten y, und %g der Differentialgleichung 
2), daher verschwinden die mit %, und 2% multiplicirten Glieder, und 
als zweite Bedingung für %, und % bleibt 

dy, du dy, du __ 
Kr de da Ya * 


Aus den Gleichungen 4) und 5) findet man: 


au _ Xyı 

de dyı _, 4% 
’ de ı dx 

du __ X Yı 

de dys dyı 


oder kürzer, wenn man den Differentialquotienten einer gebrochenen 


' 
Function T mit [2] bezeichnet, 


—— SE — 
— 


Durch Integration folgen hieraus die Werthe von %, und u, 


nach Formel 3) endlich ist 
Xdg Xdx 
rt rt 
Y2 [1%] Yı [*] 
Yı Yı 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung 1). 
Beispiel 1. Bildet man aus der Differentialgleichung 
dy , 2 dy FE 
FF Pau Au 
zunächst die reducirte Differentialgleichung 
d’y 2 dy FE 
da? +7 x da + k y—b 
welche mit der unter Nro. 4) in $. 114 betrachteten identisch ist, 
so sind 


6) y=Yı + % 


- 











7) 


coskz sinkx 


die particulären Integrale der letzteren; die Formel 6) giebt nun 
#2 | Zuinkuazl + + 2 | Konskada) 


als allgemeines Integral von Nro. 7). 














8) y 
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Beispiel 2. Die gegebene Differentialgleichung sei 


9) — — 


mithin die entsprechende reducirte Gleichung 


2 
ay 2945 —0. 


dx, x de 
Als particuläres Integral derselben findet man & und als allge- 
meines C,x + CGyxrlz, mithin yı = x, %y — xzlx und nach For- 
mel 6) 


10) yz=x Ic: — [ #X12s] + 12 [C; + [ xaz) 


als allgemeines Integral der Differentialgleichung 9). 


8. 116. 


Homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung wird homogen 
genannt, wenn sie unter der Form 


„Ey | dy yY 
l 
) Tr, —f dx’ :) 
enthalten ist, wobei zur Abkürzung 
| dy ay_ 
| 2) I? ml 
gesetzt werden möge. ' 
Um sie zu integriren, benutzen wir die Substitution 
3) "—=toder y= at 
und erhalten zunächst aus Nr. 1) mit Rücksicht auf Nr. 2) 
F(p,t) 
4 = —l-, 
) q r 


Einerseits ist nun durch Differentiation von y = xt 
5) dy=tdx + zdt, 


andererseits hat man (nach Nr. 2) dy = pdx mithin durch Ver- 
gleichung beider Ausdrücke von dy 
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d dt _ 
6) rast | 
Ferner ergiebt sich aus der Gleichung dp = qdx durch Substitution 
des Werthes von q aus Nr. 4) 
F(p,t) de dp 
er er ae 77T) 
Die Gleichsetzung der beiden für ie erhaltenen Ausdrücke führt zu 


folgender, zwischen p und t bestehender Differentialgleichung 


dp _ F(pi) 
7) dt u pP — t’ 


die man auf irgend eine Art zu integriren suchen muss. Hierbei 
können zwei Fälle unterschieden werden. 

Wenn man durch Integration der Differentialgleichung 7) zu 
einem Resultate. von der Form 


8) p—=p()d. . U — PM) 


gelangt ist, so hat man zufolge des in Nr. 5) angegebenen Werthes 
von dy 


di 
+ ra PM); 


diese neue Differentialgleichung giebt durch Integration 
dt x 
—  ——_  — 1(-), 
9) pl) — it () 


worin nach ausgeführter Integration nur noch i = = zu setzen ist 


Lässt sich das Integral der Differentialgleichung 7) nicht in | 
der Form 8), wohl aber in der umgekehrten Form 





10) t=v(p) 

darstellen, so ist nach Nr. 6) | 
ia Ya _ | 1 1 Orr 
= 2-YıD) W-Vid) :- pP vol". 


mithin durch Integration 


(= Se von 


woraus # als Function von 9, Fan 


11) s=x() 
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entnommen werden kann. Ferner ist y=xrtd.h. 


12) y=zdv(p) 
und wenn nun p aus den Gleichungen 11) und 12) eliminirt wird, 
so ergiebt sich die gesuchte Integralgleichung. 

Als beachtenswerth ist noch der specielle Fall hervorzuheben, 
wo die Gleichung 1) die Form hat Ä 


22 d’y (5 (? 
13) y dm —=f oderzq =tf ): 
Die Differentialgleichung 7) wird ann homogen und lässt sich 
mittelst der gewöhnlichen Substitution 


Fr = uoderp=tu 
integriren. Man erhält zunächst 

dt _ (uw — 1)du 

tt fW+u— u 


und durch Integration und Substitation von t = - 


9 er Se 


Ferner ist nach Nr. 6) und dem Vorigen 
dx 1 dt 1 (u — 1)du 


un me ER gm 


% p t u—1 /W)+tu-u 


und durch Integration - 


du 
15 Ile = — ___, 
ü alDEerEer, 
Addırt man hierzu die Gleichung 14), so folgt 


d _ uvdu 
16) vB + / 70 Fu—m 
die beiden letzten Gleichungen, aus denen möglicherweise % eliminirt 
werden kann, enthalten die vollständige Lösung der Aufgabe, 


Beispiel 1. Die Differentialgleichung sei 


d?y y day ı dy\? 
17) IT « (2) — = de +(% 


oder 

at — tp+p? 

— H 

Schlömilch, Analysis. IL 35 


ıga= 


} 
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der Gleichung 7) entspricht dann die homogene Differentialgleichung 
dp _ av} 

a” p 

a 


als deren Integral sich ergiebt 


P=t+1VC + Zell 


Nach Nr. 9) ist nun 
(? )= IE _ Ve VC+ 2elt 
tVc “ 2a & 
oder zufolge des Werthes von t und fürle = — ( 
(ll + C”?= CH 2u1(2); 


führt man statt der Constanten Ü und C, zwei neue Constanten A 
und B ein mittelst der Gleichungen 


3 2 — . 
Ra—l_y Ge—1=B, 


2a 
so erhält man als Integral von Nr. 17) - 
18) Iy=A+ Blxz + 3a(12). 


Beispiel 2. Der Differentialgleichung 17) ähnlich aber etwas 
allgemeiner ist die folgende 
.e) 


| y,ay 
19) Tre ) + B ds 

deren Integration genau in derselben “Weise bewirkt werden kann 
Im Fall ß + 1 von Null verschieden ist, erhält man 


BZ — 











— i & 

20) Iiy=A+ Bi irB"* 

für 8 = — 1 dagegen kommt man auf das vorige Beispiel zurück. 
Beispiel 3. Handelt es sich um die Integration der Differen- 

tialgleichung 


u tr). 


worin Y z 1 sein möge, so hat man die drei Fälle zu unterscheiden, 


ob der Ausdruck 
el —y) +44)? 


positiv, Null oder.negativ ist. Im ersten Falle sei zur Abkürzung 
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»=Veal -N+il+B 
als Integral von Nr. 21) ergiebt sich dann 


1 
22) ya PA + Beh). 
Im zweiten Falle findet man 
1 . 
23) ya aa 'P A + Bla), 10. 


Im dritten Falle sei zur Abkürzung 


u— Vay —) — 41 + 9; 


das Integral von Nr. 21) ist dann folgendes 
ı K1+ß) 
24) yıt—=zxz [Acos(ulx) + Bsin(ula)}- 


8. 117. 


Nichtlineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Wenn eine Differentialgleichung zweiter Ordnung weder linear 
ist, noch zu den in den $$. 111, 112, 114 und 116 betrachteten 
Gleichungsformen gehört, so hat man nur wenig Mittel zu ihrer 
Integration. Das nächstliegende ist offenbar, durch Substitution 
neuer Variabelen eine der früheren Formen herbeizuführen; um aber 
zahlreicher Versuche überhoben zu sein und eine möglichst vortheil- 
hafte Substitution rasch zu finden, kann man sich der Methode der 
Varıation der Constanten bedienen. Letztere besteht immer darin, 
dass man die Differentialgleichung vorerst durch Weglassung eines 
ihrer Glieder vereinfacht, diese specialisirte Differentialgleichung 
integrirt und nun dem Integrale der allgemeinen Differentialgleichung 
dieselbe Form giebt, nur mit dem Unterschiede, dass man die Grössen, 
welche in dem Integrale der specialisirten Differentialgleichung als 
willkürliche Constanten figurirten, als unbekannte Functionen der 
unabhängigen Variabelen ansieht. Eine Anwendung dieses Ver- 
fahrens ist van Die gegebene Diferentialgleiehung sei 


1) Y+x + r(2) 


worin X und Y Functionen von 2 und % allein bezeichnen mögen. 
Wäre die eng einfacher 


oe 


I+z I=0,an. + WyV=0, 


so würde die Integration sehr leicht sein, man fände nämlich 
35* 


+ 
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__4y __ „Sa 
y= de Ce j 


woraus y selbst leicht herzuleiten ist. Versuchen wir nun, ob.der Diffe- 
rentialgleichung genügt werden kann, wenn man für y’ einen Ausdruck 
von derselben Form setzt, aber an die Stelle der Integrationsconstante 
C eine neue Function £ von & treten lässt. Mittelst der Substitutionen 


dy Sa dy__ (= ) —/fXdz 
x2) i2T ze ı am \de Xe)e | 
verwandelt sich die Gleichung 1) in die folgende 
deg — I Xdr 
iz + Ye?e / u = Ö, 


oder, indem man beachtet, dass die Beziehungen 
deze dedy —f[Xdr _dy 


| dz dy de’ a de 
stattfinden, 
dz dy 





Da im Allgemeinen %y’ von Null verschieden ist, so muss der 
Inhalt der Parenthese gleich Null sein. Dies giebt eine Differen- 
tialgleichung, deren Integral ist 

& = C, es ray ; 
ferner wird durch Substitution in Nro. 2): 
‚ 2 —( e-S ra e Sir, 
hier sind die Variabelen nochmals trennbar und man gelangt so zu 
dem allgemeinen Integrale: 


3) je dy = C, fer" as + C. 


Als geometrisches Beispiel diene die Aufgabe: die Curve zu fin- 
den, in welcher die von einer gegebenen Ordinate ab gerechnete 
Fläche U in constantem Verhältnisse zu dem Recktecke steht, dessen 
eine Seite die letzte Ordinate 4 der Fläche U, und dessen andere 
Seite das harmonische Mittel aus der Abscisse £ und der Subtan- 
gente tist. Bezeichnen wir mit u : 1 das gegebene Verhältniss, so 
lautet die Bedingung: 

2xt 
4) u=u-r 149 
man hat aber, wenn a die Abscisse derjenigen Ordinate bedeutet, 


von welcher ab die Fläche U gerechnet wird: 
z 





du 
U= ydz, 9 gr’ 
a 
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ferner für die Subtangente | 
dy _ _dU d’U 
i= Y: ’ 

de da da 
nach Substitution der für y und t angegebenen Werthe und bei ge- 
höriger Anordnung erhält die Gleichung 4) die folgende Form: 
@U | 1dU_2u +) - uU\__, 
dı? x dz dx ’ 
welche mit der Gleichung 1) Obereinsthant, wenn man sich U für y 
geschrieben denkt. Nach Formel 3) wird nun 


dU 
[= — G!x + CO, 


wo die Fälle u = und #21 zu unterscheiden sind. Der erste 
Fall giebt 
UT=Gle +6, Te ei"; 
ferner durch Differentiation und Aenderung der Constanten 
y= Kalk, 
also Parabeln. Im zweiten Falle wird 


1-2 
U= [1 —20) (Hle+0)] 7, 
mithin ist die Gleichung der Curve von der Form 
2 
zu 


1 or 
Die Constanten bestimmen sich durch die Bedingungen, dass U 
mit @ gleichzeitig verschwindet und dass die Curve durch einen ge- 
gebenen Punkt x, 4, gehen soll. Nimmt man z.B. u =1, A=b%, 
B = — B2la, so sind die Werthe von Y, t und U: 


=) rl) 


und diese befriedigen in der That die Gleichung 4) für u = }; die 
Fläche U ist hier von der Stelle 2 = «a aus gerechnet, an welcher 
die Curve vom Negativen zum Positiven übergeht. 

Gehört eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zu keiner der bisher untersuchten Formen, so muss man zur Inte- 
gration durch Reihen seine Zuflucht nehmen. 
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8. 118. 


Differentialgleichungen höherer Ordnungen. 


Wenn es schon für die Differentialgleichungen erster und zwei- 
ter Ordnung keine allgemeine Integrationsmethode giebt, so wird es 
nicht befremden, dass die Differentialgleichungen höherer Ordnungen 
nur selten in geschlossener Form integrirt werden können. In der 
That sind es nur die linearen Differentialgleichungen, über deren In- 
tegration etwas Allgemeineres und zwar das Folgende bekannt ist. 

Wir betrachten zunächst die Differentialglerchung 


ee dr —- 1y dr2y 
ar tot 








ay —_ 
‘+ Ku-ı dx + X,y=0, 


worin X, Xa, +» X, Functionen von x allein bezeichnen mögen. 
Kennt man von dieser Differentialgleichung nter Ordnung » particu- 
läre Integrale 


Yı: Ya» Ya ° * ° * Yms 
so lässt sich auch ihr allgemeines Integral finden; dasselbe ist nämlich 


y=COy + 0% +°°':' + Ony 
wie man durch Substitution in die gegebene Gieichung leicht prüfen 
kann. Dabei ist jedoch erforderlich, dass jene n particulären Inte- 
grale von einander verschieden sind; im Gegenfalle würde man nur 
ein neues particuläres Integral erhalten 
a. Als erstes Beispiel diene die Dielen 


d* dr ly dr —- sy 
)  Zata te tt ty 








worin A, Aa, *** Ay constante Coefficienten bezeichnen mögen. Setzt 
man y — ei*, indem unter A eine noch unbestimmte Constante be- 
griffen wird, so verwandelt sich .die Difforentialgleichung in die alge- 
braische Gleichung: 
2) Ar + a Ar! FARO +++ m- +0, 
deren » Wurzeln A,, Ag, - - + A, heissen mögen. Jeder von den 
Ausdrücken 

| ehz, ch, echt... ch“ 
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bildet ein particuläres Integral der Gleichung 1); das allgemeine 
Integral derselben ist daher: 
3) y— Oche + Ochs +... + Och. 

Die Formel 3) bedarf einer Modification, wenn mehrere Wur-. 
zeln der algebraischen Gleichung 3) einander gleich, oder wenn sie 
imaginär sind. Wären z. B. die Wurzeln A,, Ag; A, gleich, so setze 


man vorerst A, — A, + 6, A; = A, + 5 und entwickele die Expo- 
nentialgrössen, in denen Ö und & vorkommen; dies giebt: 


y=((h+G+ (05) eh? H (6 + O,E) zeh= 
(0 62 + (6 &2) 23 ehı = + etc. 
Ode Gr h ec} Gehe, 
unter dem „etc.“ sind hier alle die Glieder verstanden, welche die 
dritten und höheren Potenzen von Ö und & enthalten. Setzt man 
G+G+G=005 + Gs= (, endlich (0,6? + (58°) 
— (”, und lässt schliesslich ö und & in Null übergehen, so wird: -' 
y—-(C+(x + a2) ehr + ehr +... + Olehn:. 
Man übersieht leicht den Fortgang dieses Verfahrens bei einer 
grösseren Anzahl gleicher Wurzeln. Sind überhaupt % gleiche 
Wurzeln ZZ 
6$AÄhhzh=h:.. —=4 
in der Gleichung 2) vorhanden, so erhält das allgemeine Integral 
die folgende Gestalt: 
) y=(Ct+Cat lat +... + U Dat-Nehe 
°4+ Orrıederi? + Orrgekkr2? +... + Lea, 
Bei imaginären Wurzeln tritt nur insofern eine Umänderung 
ein, als jede der entsprechenden Exponentialgrössen in einen reellen 
und imaginären Theil zerfällt; gleichwohl wird dadurch % nicht 
nothwendig imaginär, da es freisteht, auch den willkürlichen Con- 


stanten complexe Werthe zu ertheilen, wie es bereits in $. 113 ge- 
schehen ist. 


b. Eine ganz ähnliche Behandlung gertaktet ( die Differential- 
gleichung 








d’y aı de - a dr?y 
5) Be DE Dee 
n—ı dy 
+ ar—1 de +2 =. 


Der Versuch y = x% führt nämlich zu der ugebraischen Gleichung 
nten Grades 


DT m 20-0000 


Dr TEE nn in in "an - 
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u(u—1)(u—2).... rZD 

+ aule—1)u—2)...(u—n— 2) 

6) + uud). .u—n—3) 
+ ee 0 .  . . 


+ B_ı + Ag = 0, 
deren Wurzeln ft, ts, . . - &, heissen mögen. Jede der Potenzen 
auı, zus, gl, ... Un 

stellt jetzt ein particuläres Integral der Differentialgleichung 5) dar; 
mithin ist das allgemeine Integral: 
7) y— Oxı + Gala +... + O,xn. 

Für den Fall gleicher Wurzeln tritt hier eine ähnliche Modi- 
fication ein, wie bei dem vorigen Beispiele. Enthält nämlich die 
Gleichung 6) die % gleichen Wurzeln 


KL = h,=l....-=Un 











"so ist die Formel 7) durch die folgende zu ersetzen 


8) y=[C+(l: +... + CU-V (a) 1]zuı 
+ COryızları + Orpamlar2 +++ + One, 
wie man leicht finden wird. 
Bei complexen Wurzeln ist jedes particuläre Integral von der 
Form x@+iß mittelst der Formel 
zu+iß — zReißtz — ge[cos(Blx) + isin (Blx)] 
in einen reellen und imaginären Theil zu zerlegen. 


8. 119. 


Die Variation der Constanten. 


. 


I. Wir eirachten ar die allgemeinere Differentialgleichung 


n 2y 
) a ae 1 4 +. 


+ "+ w=X%, 


und zwar unter der Voraussetzung, in man sie in dem speciellen 
Falle X = 0 integriren könne, Nennen wir Yyı, Ya» Ya + - « Yu die 
en Integrale der reducirten Differentialgleichung 


aiy 
Ernte Hg 








® 
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so lässt sich vermuthen, dass das Integral von Nro. 1) die Form 
2) y=Uyı + WYyı 4° 4 UnYn 
haben werde, WO 4, Uss « « . U, noch unbekannte Functionen von X 
bezeichnen. Diese Gleichung differenziren wir (n — 1)mal, setzen 


aber den jedesmaligen zweiten Theil des Differentialquotienten der 
Null gleich; diese leichte Rechung giebt: 






































dy _, dy dys dUm 
FF F ac er Fe u ar Pont 
du du dun nn 
3) A, tr tr tr m 
ay__ By day, U Yn 
a at Me aan 
dyı du, dys du; dyn dm 
4) de da ' da de ra!" . 
u.8. w,; 
dr-1y dr lyı dr 1, d"1 Yn 
a tag Fa a 
| 5) ey du , My dn , 8 ET yn du _ 9. 
Ä da®-3 dx dar? dx dar-2 ds 
endlich bei nochmaliger Differentiation: 
ey ___ dry d" ya Ä" Yu 
et rt T%n Zun 
Pd Pd, Pi di 
dar-ı de dar -ı ds dar I de’ 


wo der zweite Theil nicht gleich Null gesetzt wird, weil noch die 
Differentialgleichung 1) zu erfüllen ist. Nach Substitution der 
Werthe von y a av ...Ey und mit Beachtung des Umstan- 
’dx’ da?’ dx" 
des, dass jede der Functionen Yı, %2, - - - %„n der reducirten Gleichung 
1) genügt, verwandelt sich die Differentialgleichung 1) in 
ya, den, aiy dun _ x 
dar 1 de ' da! ds dar de 
Mit den Gleichungen 3), 4), 5) etc. zusammen hat man jetzt 
zwischen den » Unbekannten 
dm du du din 
ds’ dx’ da’ de 
die folgenden n- Beziehungen: 
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du, dus dm __ 
Ian + Ya, + en ae’ da, — 
day, du dy, dus AyYn Uun \ 
BE aaa tr 
d?y, du d’y, dus Ay dm __ 
da? dx da? dx reocHt de? dx —o 
ya, m dm , ,,,,, Ye dun _ 5 
da®-3 dx dar? dx dar? dx 
dr 1y, du, dr=1y du, . Arion, A Un __ 





dar! da ' de-ı de re tm a 


welche rücksichtlich jener Unbekannten vom ersten Grade sind. Man 


kann demnach au an ... um jederzeit bestimmen und erbält 
dı ds dx 


sie als Functionen von x, etwa ° 


du __ du __ Am... 

Ir m Gr: m m Fri} 
daraus folgen u, %,, - - - u, selbst und zuletzt ist nach Formel 2) 
6) v=n| ds -+ G|+ | (ade + alt. 


en +9] md + 6, | 


das allgemeine Integral der Differentialgleichung 1). 

II. Die Variation der Constanten lässt sich auch in dem Falle 
anwenden, wo man nicht alle particulären Integrale der reducirten 
Differentialgleichung kennt. Sind z. B. nur die » — 1 particulären 
Integrale yı, %, « - + %n—ı bekannt, so setzen wir wieder 
7) yzuyı Tun tt + W-ı%-ı 
und rechnen wie vorhin nur mit dem Unterschiede, dass überall » — 1 
an der Stelle von % steht; dies giebt 





Yu u ME. mo Ant, 
= ” arm Tr. mathe, 
9) an zu | om Sa or m Finn — 


8: 
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dr -2y ar 3y d3y,_ı 
a , 




















10) Sc za + FTNm-ı en n = 0, 
— = u pn! +... + %-ı aaa In 
a 
und wenn noch einmal differenzirt wird, 
2y = u u ‘+ Um—ı Fun 
rn " ee 


Substituirt man alle diese Werthe in die Gleichung 1) und berück- 
sichtigt, dass %,, Y3 - - « Yn—ı der reducirten Differentialgleichung 
genügen, so erhält man 




















dry, d2u, nt ary,_, Pun—ı “ 
dar? dz dar? dx? 
aiy du a1, _ı dm—ı 
11) r2 e Fr er u dar de 
dr=?y, du y_ı Bam 
Ar 77 U Br TE a Ber 77 uber 7 
= X, 


Die rn — 2 Gleichungen 8), 9), 10) bestimmen die gegenseitigen Ver- 
hältnisse der Differentialquotienten 
’ du d Ug dm . 

da’ da’ de’ 
sieht man den ersten derselben als bekannt an, so kann man aus 
jenen »— 2 Gleichungen die »n— 2 übrigen Differentialquotienten 
finden und erhält sie in der Form 


5 du _ au du _ du Am-ı _, Im 
2) Tr a ra de Tin 
WO dg, dag, °* * %n—ı bekannte Functionen von x sind. Die Substitu- 
tion dieser Werthe in Nro. 11) führt zu einer Gleichung 

" pEu Z _ 
13) tree 
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in welcher P und Q bekannte Functionen von x sind. Wenn man 
diese Gleichung allgemein integriren kann, so enthält u, zwei will- 
kürliche Constanten, ferner geben die Gleichungen 12) die Werthe 
Von U, Yg «+ + %—ı mit n— 2 weiteren Constanten, endlich lie- 
fert Nro. 7) das gesuchte y mit zusammen n willkürlichen Constan- 
ten d. h. das allgemeine Integral von Nr. 1). 

Ganz ähnlich gestaltet sich dieBechnung, wenn nur n— 2 par- 
ticuläre Integrale der reducirten Differentialgleichung bekannt sind; 
die Bestimmung der beiden fehlenden Particularintegrale oder des 
allgemeinen Integrales führt dann auf eine Differentialgleichung drit- 
ter Ordnung. Wie sich diese Betrachtungen weiter fortsetzen lassen. 
ist hiernach leicht zu übersehen. 


. 


Cap. XIX. 


Differentialgleichungen mit mehreren Variabelen. 


8. 120. 


Integration der simultanen Gleichungen erster 
Ordnung. 


Wenn zwischen n + 1 Variabelen x, y, &,... 8, t, unter denen 
t die unabhängige Veränderliche sein möge, # Gleichungen von der 
Form: 


% d | 
— —= fık, Y, &,..+d), I — (a, rd), 
1) dt dt 
de — f,(2,Y,2,...8) etc 
dt 7? ‚Yı&ı..- .. * 


bestehen sollen, so müssen x, %, £,... 8, als Functionen von f ge- 
dacht, daraus entwickelbar sein, und es kommt nun darauf an, eine 
neue Gleichung zu bilden, welche nur die unabhängige Variabele t 
und eine der abhängigen Variabelen, etwa x, enthält. Man gelangt 


hierzu auf folgendem Wege. Aus der ersten Gleichung 2 — Jı er- 


giebt sich durch Differentiation: 
d?x _ ofı dx | Ofı dy Of, ds of, 
dr a Tayat tat 
Die angedeuteten partiellen Differentiationen in Besichung auf x, y, 
.8, t sind ohne Weiteres ausführbar, weil die Form der Func- 
tion fi bekannt ist; für die Differentialquotienten zn, 2. . ‚gs 
kann man ihre Werthe aus den Gleichungen 1) einsetzen und man 
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erhält so ein Resultat von der Form: 

dix 

dir = Pl, 9ı-.-1). 
| Wiederholt man dasselbe Verfahren, indem man die vorstehende 

Gleichung differenzirt und die Gleichungen 1) benutzt, so ist das 

Ergebniss von der Gestalt: 

dx 

Frry = 95 (2, 9, £,...51). 
Indem man auf diese Weise bis zum nten Differentialquotienten fort- 
geht, hat man die » Gleichungen: 


dr d?z 
— = fla9...30); = Man. di. 
9) di dt 
d»-1x d"z 
a8 = 9n—1[2, %, ...&0); Fr = Pn(%, Yı:.-8, t). 


Sehen wir für den Augenblick die linken Seiten dieser » Gleichun- 
gen als bekannt an, so würden die » — 1 ersten Gleichungen die- 
nen können, um die a — 1 Unbekannten y,£,...s durch die übri- 
gen vorhandenen Grössen auszudrücken; diese algebraische Opera- 
tion giebt Gleichungen von folgender Form: 
dx d’x d’-1x 
y = r (62, dt’ de’ ... Tr) 


dz d’x der—1g 
= rulta a a ara) 


dı dx dr-Ie 
s = F.-ı (42, dt’ de’ ... =) 
Durch Substitution dieser Ausdrücke in die letzte der Gleichungen 
2) entsteht eine neue Gleichung von der Gestalt: 


q n—1 
dx v(t . de dx d 7) 


4) FT m a ge gm)! 


d. bh. eine Differentialgleichung nter Ordnung zwischen x und t. Aus 
dieser bestimmt sich x als Function.von it, dadurch werden zugleich 
ds d’x 
dt’ a 
Kenntniss der übrigen abhängigen Variabelen y, 2... 

Als Beispiel möge die Integration der drei simultanen Glei- 
chungen: | 


etc. bekannt, und die Gleichungen 3) führen nachher zur 
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de ___, dy__ de __ 
) Zeeut)ehet)Z=retN 
vorgenommen werden. Man erhält aus der ersten Gleichung 
dia _ (dy | de 
at 


und nach Substitution der Werthe von = und = 
d’z 

6) \ Rz ePrNeteryteaßs; 

die zweite Differentiation und nochmalige Substitution giebt 
d?x 

7) 75 = 2ePrateleß ter tP)WHe). 


Aus der Gleichung 6) und der ersten Gleichung in 5) ergeben sich 
y und z, nämlich 


) v6 ie: u ur 
1 dx 


9) 2 = 





Diese Werthe Kan man in Nro. 7) substituiren, oder kürzer, man 


setzt in Nro. n& — für ey + 2) und hat so: 


10) ne _ — 2aßya+ (aß +ay + pn) E- 


Diese lineare Differentialgleichung dritter Ordnung hat nach $. 117, a, 
zum vollständigen Integral 


11) ° = CO et + O, et + Q, echt, 
wo A,, Aa, A; die Wurzeln der cubischen Gleichung 
12) = (eß +ay+Py)A +2aßy 


sind. Die Formeln 8) und 9) liefern y und z, wenn der Werth von 
x eingesetzt wird. | 

Der gegebenen Entwickelung zufolge kommt die Integration 
eines Systemes von n simultanen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung im Allgemeinen auf die Integration einer Differentialgleichung 
nter Ordnung zurück; indessen kann dieser Satz insofern eine Aus- 
nahme erleiden, als sich bei der Aufstellung der Gleichungen 2) 
nicht selten schon früher (d. h. ehe man die letzte derselben ent- 
wickelt hat) Gelegenheit zur Bildung einer Gleichung zwischen x 
und t darbietet; diese Differentialgleichung ist dann von niedrigerer 
als ster Ordnung. Um nachher alle übrigen Variabelen %, #, .. 8 
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zu finden, bedarf es noch der Integration einiger Hülfsgleichungen, 
welche sich von selbst ergeben, wenn man alle durch x, = etc. be- 
kannt gewordenen Grössen in die ursprünglichen Gleichungen ein- 
setzt. 
Als Beispiel mögen die Gleichungen 
13) arte ertng=ety 
dienen, welche den speciellen Fall« = ß = y = 1 der vorigen 
Aufgabe bilden. Die cubische Gleichung 12) wird A? = 34 + 2 
und besitzt die Wurzeln A, = 2, =, =— 1, also zwei 
gleiche Wurzeln. Das Integral der für x aufgestellten Differential- 
gleichung ist jetzt: Ä 
e—= (let! + (et! + Oe, 

und wenn man diesen Werth in die Formeln 9) und 10) einführt, 
so stösst man anf die Unbequemlichkeit, das ß — y = 0 und 

— ! wird. Dieser Uebelstand lässt sich zwar beseitigen, ist aber 
ein Zeichen, dass man einen Umweg gemacht hat. Aus den Glei- 
chungen 13) folgt nämlich analog Nro. 6): 

3 
ei =2r ry+3s, 


und hier bietet sich schon Gelegenheit zur Bildung einer Gleichung 
zwischen t und & allein, sie ist: 


d?z dx 
Fr 73, 
woraus als vollständiges Integral 
14) | x = (le! + Ge" 


hervorgeht. Zieht man jetzt die erste Gleichung in Nro. 13) von 
der zweiten ab, so fällt z weg und es bleibt die lineare Differen- 
tialgleichung 
_ 48 _ flat. 

dt = dt + 2 —=3 Ce ; 
sie giebt: 
15) y— (Ce + Qt. 
Auf ganz gleiche Weise folgt durch Subtraction der ersten Glei- 
chang in 13) von der dritten und nachherige Integration 
16) z—= (let + Ge". 


Die Werthe von &, y, £ enthalten zusammen vier Constanten, mit- 
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hin eine zuviel; substituirt man aber die für z, y, 2 gefundenen Aus- 


drücke in eine der Gleichungen 13), so ergiebt sich die Bedingung. 
17) G+G+G=0, 


wodurch die normale Zahl der Constanten wieder herbeigeführt wird. 


8. 121. 
Simultane Differentialgleichungen höherer Ordnungen. 


Das im vorigen Paragraphen auseinandergesetzte Verfahren 
erstreck# sich mit gleicher Leichtigkeit auch auf den Fall, wo die 
gegebenen simultanen Differentialgleichungen verschiedene höhere 
Differentialquotienten der abhängigen Variabelen x, y, 2, ... 8 ent 
halten. Setzt man nämlich: 


dz dx dd „dx. dd"  ,„ 

arte nannte nannten 

dy __ day __dy ‚ day dy" ". 

a mann ma" 
u.8 W. 


und sieht «°, =”, #", ...y, y", y", u. s. w. als neue Variabele an, 
so hat man wieder Gleichungen erster Ordnung, aber mit einer 
grösseren Anzahl von Variabelen. Die zwei simultanen Differential- 
gleichungen z. B.: 


dz |, dıy __ day, da __ 
18) at 
lassen sich durch folgende vier Gleichungen ersetzen: 
dx dy 
dt = r D 7, y ’ 


mt, ey y 


welche von der ersten Ordnung sind, dagegen die vier abhängigen 
Variabelen x, y, x, y enthalten. Um die erwähnte Methode anzu- 
wenden, differenziren wir die letzte Gleichung und haben: 
2,7 d 
19) Er _gy_ Y_ —=2Yy — 2 —). 
at? 
Aus dieser und der vorhergohonden Gleichung lassen sich y und / _ 
entwickeln, namentlich ist 
Schlömilch, Analysis. L 36 
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27 ı—y-2cte, 
oder, vermöge der Bedeutung von 2’, 
dz d’» d’x 
Die nochmalige Differentiation der Gleichung 19) giebt 
3 ‚ 
= _ 27 + E=2082-0) 27 +. 
Hier kommt bereits kein y mehr vor, mithin dient‘ die vorstehende 
Gleichung zur Bestimmung von x; man hat nämlich zufolge der Be- 
deutung von x 
diz d’x x 
um trttia rn tm 
Die zur Integration dieser linearen Differentialgleichung gehörende 
algebraische Gleichung ist 
aM — 2 + II —4—=(, 
oder ur 
— (1 — 2)? — +22) — +2) — 0. 


Die vier Ward derselben sind 
ı-V7V-ı 
2 


ı+V7V-ı 
2 


h=—23, ,h=+1l,4,= ‚’4= 


und daraus ergiebt sich für x der Werth 


= Ge? + Get!+ 0 eätcos(1tV 7) + 0," sin aV7); 
y findet sich nachher mittelst der Formel 20). — Nicht überflüssig 
ist die Bemerkung, dass die Gleichungen 18) vermöge ihrer symme- 
trischen Form noch eine zweite Auflösungsart zulassen, bei welcher 
die Differentialgleichung vierter Ordnung vermieden wird. Die 
Summe der Gleichungen 18) ist name: 
de ,d d!x 
++ eier) 
d.h. wenn x + y = s gesetzt wird: 
ds _ ds 
arm 
Hieraus findet sich auf gewöhnlichem Wege: 
s—= Ace’ + Bett 
Wenn man jetzt in die erste Gleichung von Nro. 18) für Yy ‚seinen 


Werth: 
y—=s— = Ac°+ Bert'— x 
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einführt, so gelangt man zu der Differentialgleichung: 

= + 4Ae?! + Bet! — = — 21, 
die sich ittlt der Variation der Constanten leicht integriren lässt; 
man erhält so x, daan y=s — x. 

In diesen Bemerkungen liegt die Hinweisung auf eine Modifi- 
cation des allgemeinen Verfahrens, welche in dem Falle- eintreten 
kann, wo die gegebenen Differentialgleichungen symmetrisch sind 
in Beziehung auf die abhängigen Variabelen x, y, £, ...; man er- 
leichtert sich nämlich die Integration, wenn man nicht sogleich auf 
die Bestimmung von 2, %, £,... selbst ausgeht, Fondern vorerst 
eine symmetrische Function von &, %, £,... als neue Unbekannte 
einführt und für diese eine Differentialgleichung zu gewinnen sucht. 
Ein bemerkenswerthes und für die Theorie der Centralbewegung 
wichtiges Beispiel hierzu bietet die Integration der beiden Differen- 
“aleechungen 

m Verm m Verm 
Nach dem ursprünglichen Verfahren würde man y der ersten Glei- 
chung zu entnehmen und in die zweite Gleichung einzusetzen haben, 
um eine Differentialgleichung vierten Grades zwischen x und t zu be- 
kommen; die Integration der letzteren ist aber umständlich, und wir 


beabsichtigen daher vorerst eine Differentialgleichung zwischen t und 
der Hülfsvariabele 


22) r—=Va+y? 
zu erhalten. Aus den Gleichungen 21) folgt nun. 
d’y d’x 


u I ar 


die linke Seite ist ein vollständiger Differentialquotient, nämlich 


dx 
— D.(27, a7 Zr); 


man hat daher durch Integration die Gleichung 


deren Quadrat, des Folgenden wegen, in nachstehender Gestalt dar- 
gestellt werden möge: 


2) 4m) + any) _ Gier,’ 
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Andererseits folgt aus den Aneiehangen 21) 
d’x xdz+ ydy 
2 an da 2 SR age 
Beide Seiten sind vollständige Differentiale; die linke Seite ist näm- 


lich einerlei mit 
dx\? Ay 
RE 
und die rechte Seite gleicht dem Audracis 
2k xzdcety ay __ 2k\ 


Die Integration un daher zu der Gin 


(A 


Substituiren wir sie in Zn 23) a bemerken gleichzeitig, dass dort 
Y dr 
+ y=r 25 + rien 


ist, 8o geht die Gleichung 23) in die kolnonde über: 


2k dr\? 
"(7-2)-(7)=4 
welche nur r und ? enthält. Sie ist durch Sonderung der Variabelen 
integrabel und giebt der Reihe nach 
vr — Vor In an, 
dt. 
und umgekehrt, wenn i, die Integrationsconstante bezeichnet, 


rdr 
t — to = / U 2 7 
V2kr— Br? — 4? 
Eine elegantere Form erhält das Integral mittelst der Bemerkung, 


dass 
%? 
zur an a A) (E_,) 
ist, wodurch man veranlasst wird, A und B Auch neue Constanten 
a und & zu ersetzen; für 
A’=kal—e), B= « 
wird nämlich 


24) I Ars Free 


Eee 8 — (a — >| | 
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Die Ausführung dieser Integration hat an sich keine Schwierigkeit 
und würde eine Gleichung von der Form t — ty = f(r) geben, die 
nachher umgekehrt werden muss, weil r als Function von t auszu- 
drücken ist. Um zu sehen, worauf es dabei ankommt, führen wir 
in Nro. 24) eine neue Variabele % ein, indem wir 

25) r=a(l— 008%) 

setzen; dadurch wird 


1-4 V: fa — 2004) Ay — VEo-einm. 


Man hat demnach zuerst die transcendente Gleichung 
. % 
26) v— sind —=(t— dh) vV: 


nach % aufzulösen, was in jedem speciellen Falle durch Versuche und 
nachherige Correctionen geschehen kann, und findet dann r mittelst 
der Formel 25). — Es handelt sich jetzt noch darum, x und y 


selbst zu bestimmen. Vermöge der Bedeutung von r sind Zund 
echte Brüche, deren Quadratsumme die Einheit ausmacht; es liegt 
daher nahe, = = 0089, mithin I=sn9 zu setzen, wo p eine 
neue Variabele bezeichnet. Die Substitution der Werthe 


27) a=r08p, y=rsinp 
in die Gleichung 


4 _,E- A=Vkal—e), 


verwandelt diese in 


di 
ve 9 [rung EB 2 + sinp z 


— rung |— rung © Hop 
—=VhA-, 


d. i. sehr einfach 
rn = —Vhkal— 


Bringt man r? und dt auf die rechte Seite, indem man für dt geinen 
Werth aus der Gleichung 24) einsetzt, so wird 


[02 aYı-a dr 


r Vers — (a—n)?' 
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und durch Substitution des nachherigen Ausdruckes a (1 — &cosYy) 

für r 
9=Vi- 3 /; — £008B 

Diese Integration ist nach Formel 14) in $. 77 leicht ausführbar, in- 

dem man a=1,b= — 8% = % setzt und unterscheidet, ob der 

absolute Werth von & kleiner oder grösser als die Einheit oder ihr 

gleich ist. Im erstern Falle, auf den wir uns hier beschränken, wird 


9 = 2arclan (Vı+: tan iv) + 9 








1—35 
wo 9, die Integrationsconstante ist; es folgt daraus. 
| 1 
28) tan 9 \/ THE am yw, 


Die gegebenen Differentialgleichungen werden also auf die Weise 
integrirt, dass man durch Auflösung der Gleichung 26) zunächst % 
durch t ausdrückt, -hierauf r nach der Formel 25), @ nach Formel 
28), endlich x und y mittelst der Gleichungen 27) bestimmt; dabei 
bleiben @, &, ig, 9, unbestimmt und sind die vier Integrationscon- 
stanten, | 


.- 








